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1 cCodimension

I = Proposition 1

Soit S et S’ deux supplémentaires d’un sous-espace vectoriel F' de E.

E=FaS=Fas

Alors S ~ S’ (isomorphisme).

Démonstration. Construisons un isomorphisme entre S et S’. Pour ca, aprés analyse rapide, on peut
définir application suivante :

u:S — 9
z— p(z)

ou p est la projection de S’ parallélementa F. Comme E = F & S, les images de F par p peuvent
étre écrire de la maniere suivante :

E=Fas — 9
N 4 — s

Etcomme E = F @ S, lesimages de E par p peuvent étre écrire de la maniére suivante :

E=Fa&S — ¢
" f+s — s

Il est facile de vérifier que u est bien linéaire. Il reste a montrer que u est bijective.

Vérifions que u est injective.
— Soit s € ker(u).
— Onsaitque,commes € E = F&.5'ilexiste ununique couple (f,s') € F'x S telques = f+5'.
— Mais s € ker(u),doncu(s) =p(s) =s' =0.Doncs = f+0=f € F.
— Maiss € Set FFNS = {0} parce que S est un supplémentaire de F'. Donc s = 0.
— Ainsi, ker(u) = {0} et donc u est injective.
Vérifions que u est surjective.
— Soits’ € 5.
— Comme E = F & S, il existe un unique couple (f,s) € F x Stelques’ = f + s.
— Doncp(s’) = p(f + s) = s (car p est la projection sur S’ parallelement a .S).
— Ainsi, pour tout s’ € S, il existe un s € S tel que u(s) = p(s) = s’. Donc u est surjective.
On a donc montré que u est bijective et linéaire, donc c’est un isomorphisme entre S et S’. O

I & Définition 1 (Codimension)

F est dit de codimension finie dans £ s’il admet un supplémentaire S de dimension finie. Dans
ce cas, on définit la codimension de F' dans E par:

codimp(F) = dim(S5)
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& Méthode

Pour construire un supplémentaire, il suffit généralement d’utiliser le théoréme de la base incom-
pléte. Dans un espace de dimension infinie, on utilise 'axiome de Zorn (pas étudié) pour construire
un supplémentaire.

@ Exemplel

Dans l'espace des polyndmes E = R[X],on pose P € E \ {Og} et ' = PR[X], qui est bien un
sous-espace vectoriel de E de dimension infinie (dim F' = oo).

Cherchons si F' admet un supplémentaire de dimension finie. On cherche donc un sous-espace
vectoriel S qui vérifie la condition suivante :

R[X] = PR[X]® S

Cette écriture rappelle la division euclidienne des polyndmes. En posant d = deg(P), on peut
choisir S = R;_1[X], qui est de dimension finie dim S = d. En effet, pour tout @ € R[X], on peut
écrire@Q = PR+ Savec R € R[X] et S € Ry_1[X] (division euclidienne). De plus, intersection
PR[X]NRy—1[X] = {0} car un polyndme de degré inférieur a d ne peut pas étre multiple de P
(qui est de degré d).

Ainsi, R[X] = PR[X] ® Ry_1[X] et donc codimpx](PR[X]) = d.

@ Exemple 2

Dans l’espace des matrices carrées de taillen € N* E = M,(R),onpose H = {X € E |
Tr(X) = 0}. C’est bien un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, vérifions que sa codi-
mension est de 1.

Pour cela, il suffit simplement de calculer la dimension de H. On peut utiliser les caractéristiques

de l'application trace:
F — R

Ty e

qui est une forme linéaire. Le sous-espace H est donc, par définition, le noyau de cette forme li-
néaire. Comme Tr est non-nulle, H est un hyperplande F etdoncdim H = dim E — 1 = n? — 1.
Ainsi, codimpg(H) = 1.

Il est aussi possible d’aborder ce calcul de dimension via théoreme de rang.

La codimension de F' ne dépend pas du supplémentaire S choisi car n’importe quel supplémen-
taire estisomorphe a S, donc leurs dimensions sont égales.



2 Hyperplans

I & Définition 2 (Hyperplan en dimension quelconque)

On dit qu’un sous-espace vectoriel H d’un K-ev. E est un hyperplan si et seulement si
codimg(H) = 1, c’est-a-dire qu’il admet un supplémentaire de dimension 1.

I (Formule du rang en dimension quelconque)

Soitu € L(E, F') une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. rg(u) est de dimension finie (dim(Im(u)) < c0).
2. ker(u) est de codimension finie dans E (codimg (ker(u)) < o).

Le noyau admet alors un supplémentaire de dimension finie si et seulement si 'image est de di-
mension finie. De plus, on a la formule du rang :

dim(Im(u)) = codimpg (ker(u))

Démonstration. Montrons que les deux propriétés sont équivalentes. Montrons d’abord que (1) —

(2).

Onposer = rg(u),donc3(ey,...,e,) € Etelque(u(ey),...,u(e,))estunebasedelm(u). Montrons
que la codimension du noyau est finie, c’est-a-dire qu’il admet un supplémentaire de dimension finie.

En dimension finie, le résultat estimmédiat : la dimension du supplémentaire est égale a la dimension
de l'image (rang r). En dimension infinie, on peut construire un supplémentaire de ker(u) de dimen-
sion finie en posant :

S = Vect(eq,...,er)

...qui est clairement de dimension finie.

Montrons que ker(u) NS = {0}. Soit z € ker(u) N S.Alorsz = >""_; \;e; pour certains \; € K.
Comme z € ker(u),onawu(z) = 0,donc:

0=u(z)=u <Z )\iei> = Z Aiu(e;)
i=1 i=1

Mais (u(ey), ..., u(e,)) estune base (donc famille libre) de Im(u), donc les scalaires A; sont tous nuls.
Ainsi, z = 0 et donc ker(u) N S = {0}.

Montrons que E = ker(u) + S. Ecrivons z € F sous la forme k + s avec k € ker(u) ets € S.0On
procéde par analyse-syntheése :

— Analyse:Soitz € F.ox = k+s=k+ Y, Neg = u(x) =Y Nu(e;). Comme
(u(er),...,u(er)) estune base deIm(u), il existe des scalaires \; tels que u(z) = > 71 Nju(e;).
Ensuite,onprendk =2 —> /| Mie;etonau(k) = u(z) = ;_; Aiu(e;) = 0,donck € ker(u).

— Synthése : Soitz € E, doncu(z) € Im(u) = Vect(u(er),...,u(e,)). Donc il existe des sca-
laires \; tels que u(z) = >0, Aiu(e;). Par linéarité de u, on a u(z — >, Nie;) = u(z) —
Y1 Au(e) = 0,doncx — >0 4 Nie; € ker(u). Posonsk = x — >0 | \je; € ker(u) et
s=>._Aie; € S.Alorsz =k + saveck € ker(u) ets € S.
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On conclut alors que E' = ker(u) @ S, ce qui prouve querg(u) < oo = codimpg(ker(u)) < oc.

Montrons maintenantquerg(u) < oo = codimpg(ker(u)) = rg(u).Onsaitque S = Vect(ey, ..., er)
estun supplémentaire de ker(u). On sait que la famille (u(eq), . .., u(e,)) estune base de Im(u), donc
elleestlibre,etona ;_; Au(e;) =0 = \; = 0 pourtouti.Donc > ;_; Ae; € S Nker(u) = {0},
donc \; = 0 pour tout i. Ainsi, (e, . . ., e,) est une famille libre de S, donc c’est une base de S et donc
dim(S) = r = rg(u). Ainsi, codimg (ker(u)) = dim(S) = rg(u).

Montrons que (2) —> (1). On suppose que ker(u) est de codimension finie, donc il existe un sup-
plémentaire S de dimension finie tel que £ = ker(u) & S. Soit I'application suivante :

S — Im(u)
f's > u(s)

Montrons que f est un isomorphisme.

On sait que f est linéaire car u lest, et donc ker(f) = ker(u) NS = {0}, donc f estinjective.

Montrons que f est surjective. Soit y € Im(u), donc il existe x € E telque y = u(z). Comme E =
ker(u) @ S, on peut écrirex = k + saveck € ker(u) ets € S.Alorsy = u(z) = u(k +s) =
u(k) +u(s) = 0+ u(s) = u(s). Ainsi, pour tout y € Im(u), il existe un s € S tel que f(s) = y, donc
[ est surjective. Ainsi, f est un isomorphisme entre S et Im(u), donc dim(Im(u)) = dim(S) < oo.
Ainsi, codimpg(ker(u)) < oo = rg(u) < oo. O

| I

Sila dimension de F est finie, alors ker(u) est de codimension finie, car ker(u) est un sous-espace
vectorielde E etdonc codimpg(ker(u)) = dim(FE)—dim(ker(u)) < oco.Laformule durangdevient
alors:

dim(Im(u)) = dim(F) — dim(ker(u))

Il s’agit de la formule du rang classique.

I #. Méthode

Pour construire un supplémentaire du noyau, il suffit de prendre les antécédents d’une base u(e;)
de l'image (les e; sont les antécédents) et construire le sous-espace vectoriel engendré par ces
antécédents Vect((e;)).

I @ Exemple3

Posons F' = {P € R[X]telque P(1) = fol P(z)dz}. Montrons que codimF' < oo et donner un
supplémentaire de F dans R[X].

Construisons une application dont F’ sera le noyau.

u‘]R[X] — R?
P (P(1), ) P(x)dz)

Ona F = ker(u), donc il suffit de montrer que rg(u) < oo. On sait que R? est de dimension finie,
doncrg(u) < 2 < oo. Ainsi, codimF' = rg(u) < oo.

Il est facile de montrer que u est linéaire et donc que F est un sous-espace vectoriel de R[X].

Pour construire un supplémentaire de F, il suffit de trouver une base de 'image de u. On peut
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prendre les polynomes 1 et X :

5

u(l) = (1, etu(X) = (1,3

On peut vérifier que (u(1),u(X)) est une famille libre de R? car A\ju(1) + Xu(X) = 0 =
(M + X2, A1+ 3A2) = (0,0) => A\ = 0et Ay = 0. Ainsi, (u(1), u(X)) est une base de Im(u) et
donc un supplémentaire de F est donné par:

S = Vect(1, X)
2.1 Interpolation polynomiale

I # Application 1 (Interpolation polynomiale - Surjectivité)
Soit (xg, 1, . .., 1,) € K ! différents deux a deux. On définit l'application suivante:

KIX] — Kt
P (P(xo), P(z1),..., P(an))

Montrons qu’elle est surjective.

On peut facilement montrer que u est linéaire, ce qui nous permet de calculer son rang en utilisant
les formules du rang précédentes.

On sait que Im(u) C K™, doncrg(u) < n + 1. De plus rg(u) = codim ker (u).
Il suffit donc que montrer que codim ker(u) = n + 1.

Soit P € ker(u), alors P(z;) = 0 pourtouti =0,1,...,n.

n
vie {0,1,...,n},P(x;) =0 = H(X — x;) divise P sachant que les z; sont deux a deux distincts.
i=0
n
= ker(u) = [[(X — z)K[X]
i=0
= codimker(u) = n + lcar il admetK,,[X] comme supplémentaire par DE.

On en déduit que rg(u) = codim ker(u) = n + 1 et donc Im(u) = K"*!, ce qui prouve que u est
surjective.

I « Application 2 (Polynome d’interpolation)

Si on définit I'application u comme dans lapplication précédente mais avec ensemble de départ
K,,[X] au lieu de K[ X], elle devient un isomorphisme.

" Kn[X] SN KnJrl
= —  (P(x0), P(x1),...,P(zy))

En effet, on avait trouvé codim ker(u) = n + 1 car K[ X] = ker(u) & K, [X].
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I = Proposition 3

Siz; € K sont deux a deux distincts, alors :

1P € K, [X]telque Vi € {0,1,...,n}, P(z;) =y
P s’appelle le polynéme d’interpolation de Lagrange associé aux points (z;, y;).
On peut donner une expression explicite de P.On posey = (yo,...,Yn) = Y i Yi€i € K"t ol e;
est la base canonique de K" +1,

Il existe un unique L; dans K,,[X] telque e; = f(L;) avec f : K,[X] — K"*! lapplication d’interpo-
lation (qu’on avait notée u précédemment). Onadonc P = " | ;L.

En effet :
— [0 ji(X — ;) divise L;
Li(xz;) =1

Li = ¢;[[}_g jz:(X — ;) sachant que L; € K, [X]
= : 1
Lz(x,) = ldonc Ci = 1Tqm

i=0,5i(Ti—;)
H;L:O,jyéi(X — ;)
H?:o j;ﬁi(ﬂﬁi - xj)

—|p= zyzL _zyz o2

J 0,57\

— L; =

(X — )

— ;)

P s’appelle alors le polyndme d’interpolation de Lagrange associé aux poi

2.2 Propriétés sur les sous-espaces vectoriels

I = Proposition 4

Si F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F tels que F' C G, alors:

— Endimension finie: dim F' < dim G avec égalité si et seulement si F' = G.

— Endimensioninfinie: si codimF est de dimension finie, alors codimG est de dimension finie
et codimG < codimF'. Iy a égalité si et seulement si F' = G.

Démonstration. En effet,comme F' C G et que la codimension de F est finie,alors E = F @ S.

codimF' < oo = E = F ® Stelque dim S < oo

S N G est un sous-espace vectoriel de S. Il existe donc un sous-espace vectoriel 7' de S tel que S =
(SNG)®T.Onadonc:
E=FaeS=Fa((SNG)eT

Comme F C G,onaF & (SNG) C G.
EFECG+T = E=G+T

On vérifieque GNT = {0}.OnaGNT Cc GNSNT (carT C S).Mais S = (SNG) & T, donc
SNT ={0}.Ainsi,GNT ={0}etdonc E =G T.
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Donc codimG = dim 7" < dim S = codimF'. De plus, si codimG = codimF, alors dim 7" = dim S et
donc S =T (carT C S).Ainsi, SNG = {0}etdonc F & (SNG) = F.Mais F & (SNG) = G car
E=Fa&(SNG)eT=Ga&T.DoncF =G. O

I & Méthode

En pratique, la proposition précédente nous permet de montrer une égalité de sous-espaces vec-
toriels quand un sens de l'inclusion est connu et que l'on peut calculer les dimensions ou codi-
mensions et montrer qu’elles sont égales.

I = Propriété 1

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E tels que F' C G. Si T est un supplémentaire com-
muna FetG,alors F' = G, i.e.:

E=FaeT=GpTetFCG = F=G

Démonstration. En dimension finie, il suffit d’utiliser dim F' = dim £ — dim 7T et dim G = dim E —
dim T pour conclure que F' = G comme F' C G.

En dimension quelconque, on proceéde par double inclusion. Un sens est déja connu : F' C G. Il suffit
de montrerque G C F. Soitg € G.

On peut encore le “regarder” comme élément de F, doncil peut s’écrire comme g = f+tavec f € F
ett € T.Commeg € G,onat =g — f € G.Maist € T et T est un supplémentaire de G donc leur
intersection G N T = {0}.

Ainsi,t =0etdoncg = f € F.OnadoncbhienG C F.
On en déduitque F' = G. O

I 1 Conséquencel (Hyperplan maximal)

Soient H un hyperplan de FE et G un sous-espace vectoriel de F telque H C G.Alors G = H ou
G=F.
HCGCE = G=HouG=F

Démonstration. En dimension infinie, la démonstration est triviale : G ne peut étre soit de dimension
dim E — 1 (et donc égal a H) soit de dimension dim E (et donc égal a E).

En dimension infinie, on sait que codimH = 1 comme c’est un hyperplan. Comme H C G, alors
codimG < codimH = 1.Donc codimG = 0 ou codimG = 1. Si codimG = 0, alors G = E. Si
codimG = 1, alors G est un hyperplan et donc G = H, parce qu’il y aura inclusion avec les mémes
codimensions. O

| CE—

Si H, et Hy sont deux hyperplansde E' et Hy C H», alors H; = Hs.

| —

Si H estun hyperplande E'etzg € £\ H,alors E = H & Vect(zo).

Démonstration. En effet,ona H C H & Kzg C E.Comme H # H & Kz (car zg ¢ H), alors par le
corollaire précédent,ona H ® Kzy = E. O
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I A Exercice 1

Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que codimF' < oo et soit G un sous-espace vectoriel de
E telque F NG = {0}. Montrer que G est de dimension finie et que dim G < codimF'. De plus,
montrer que I’égalité a lieu si et seulementsi E = F @ G.

To comocin Y

OnaF C F @ G (qui est une somme directe parce que l'intersection F' N G est réduite a 0). On
sait aussi que la codimension de F est finie, alors codim(F & G) < codimF < oo. Donc 37" un
sous-espace vectoriel de dimension finietelque E = F&® (G@T). Or codimF' < oo, doncil existe
un supplémentaire S de dimension finietelque £ = F & S,donc S ~ G & T (isomorphisme)
avec dim S < oo, ce qui implique que dim G < co et dim G < dim S = codimF'.

Pour montrer que dim G = codimF <= F & G = F;dans le sens direct, si dim G = codimF,
alors dim S = dim G + dim T et comme dim S = codimF, onadim7 = 0,doncT = {0} et
donc E = F & (. Dans le sens réciproque, si E = F & G, alors codimF' = dim G.



3 Equations d’hyperplans

@ Eq. d’un hyp. en dim. finie

Soit H un hyperplan de E. Dans le cas ou dim £ = n < oo, on pose e = (eq, ..., e,) une base de
E. Alors il existe des scalaires a1, ..., a,, € K\ {0} tels que:

n
H = {ertelquea1m1+---+an:nn:O}oﬂx:inei
=1

On dit que H est ’hyperplan d’équation ayzy + - - - + ax,, = 0.

Démonstration. On fait une étude selon le sens de 'implication.

= Dans le sens direct, comme H est un hyperplan, c’est donc le noyau d’une forme linéaire non-
nulle
H =ker ptelque p € E*\ {0}

Posonsz = > ", wie; € H.Alors p(z) = > " | zip(e;) = 0.Posons a; = p(e;) pouri =

1,...,n.Comme ¢ # 0, il existe au moinsun i telque o; # 0.Donc H = {x € E'telque ayx1 +
o+ apx, =0}
<= Danslesensréciproque,onposea = (ai,...,a,) € K"\{Ok~ } telque H = {z € Etelque a1z1+

s+ apxy, = 0} olx = Y | ze;. Alors on peut définir une forme linéaire ¢ : E — K par
o(x) = a1z1 + - - - + anx, (et vérifier facilement qu’elle est linéaire). Comme a # 0,0na ¢ # 0.
Donc H = ker ¢ est un hyperplan.

I = Proposition 5

Soit ¢, 1) deux formes linéaires non-nulles sur E. Alors :

O]

ker o = kery) <= IN € K\ {0} telque p = A\

Cette proposition est vraie quelque soit la dimension de E.

Démonstration. Dans le sens indirect, la démonstration est immédiate : si o = A\ avec X # 0, alors
ker ¢ = ker .

Dans le sens direct, supposons que ker ¢ = ker . Donc leurs noyaux forment un hyperplan de £
qu’on notera H, et comme ¢ est une forme linéaire non-nulle, il existe xy € E tel que ¢(xg) # 0.
Comme H estun hyperplan,ona F = H & Kxg. Donc pour tout x € FE, il existe un unique couple
(h,\) € H x Ktelquex = h + Axq.Alors:

p(x) = p(h+ Azo) = p(h) + Ap(z0) = 0 + Ap(x0) = Ap(z0)
Y(x) = P(h+ Azg) = Y(h) + Mp(z0) = 0+ Mp(x0) = Ap(0)

Donc p(z) = Ap(z0) = iggggb(x). Posons \ = zgg% # 0,alors ¢ = A (sachant que les restrictions

de ces formes linéaires a H sont nulles donc égales). O

10



CH.02 | Codimension etdualité 3. Equations d’hyperplans

@ Eq. d’un hyp. en dim. infinie

Soit H un hyperplan de E. Dans le cas ou dim F = oo, on peut montrer que H est le noyau d’une
forme linéaire non-nulle ¢ € E*\ {0}, donc:

H =kerp

Ondit que H est ’hyperplan d’équation ¢(x) = 0. Par la proposition précédente, les autres équa-
tions d’hyperplans sont de la forme Ap(z) = 0avec A € K\ {0}.

I @ Exemple4

Soit H = {P € R[X], fol (z— 2 P(x )dx = O} Alors H est un hyperplan de R[X] et I'’équation de

H est p(P) = 0avec (P fo z — 3)P(z)dz, qui est clairement une forme linéaire non-nulle

surR[X]carp(X — 1) > 0 et la linéarité peut étre démontrée facilement.

I A Exercice 2

Soit H un hyperplan de M,,(R). Montrer que:

A € M,(R)\ {0} telque M € H <= Tr(*AM) =0

To comocin Y

La trace Tr(*AM) est donnée par:

Tr('AM) = i(tAM)ii
i—1

=D (“A)Mji

=1 j=1
E AjiMji
i=1 j=1

= Aij M

1<i,j<n

3

3

I
MS

Soit e = (Eij)1<i,j<n la base canonique de M,,(R). Onadonc M =, . M;; E;; € My (R).

On rappelle que si E est un espace vectoriel de dimension finien ete = (ey, ..., e,) une base de
E, alors H est un hyperplan de F si et seulement si il admet une équation de la forme:

T = inei cH — Zaixi =0avec (aq,...,a,) € K"\ {Ogn}
i=1 i=1

Dans notre
I « Application 3

Montrons que tout hyperplan H de M,,(R) contient une matrice inversible (on prend n > 2).

En effet, on sait qu’il existe une matrice A non-nulle (3A € M, (R) \ {0}) tellque M € H +—

11
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3. Equations d’hyperplans

=2 ARECOPIER

Tr(*AM) = 0.

12



4 Intersection finies d’hyperplans

I = Proposition 6

Soit (1, . . ., o) des formes linéaires non-nulles sur E. Alors
u: B — K"

z = (pr(2), s pr(2)

est une application linéaire surjective si et seulement si la famille (¢1, . . ., ¢, est libre.

Dans ce cas, H; = ker ¢; sont dits hyperplans indépendantsetona:

T
codim m H,=r
i=1

On dit que des hyperplans sont indépendants si et seulement si les formes linéaires qui les défi-
nissent sont indépendantes.

Démonstration. Montrons d’abord que u est une application linéaire. On a u(Ax + y) = (p1(A\x +

Y)y.oorAr + 1)) = (Ae1(z) + ©1(y), ..., Aer(z) + ©r(y)) = Au(z) + u(y), donc u est bien
linéaire.
Montrons maintenant que u surjective <= (¢1,...,¢,) estlibre. On rappelle que u surjective <—-

Im(u) = K". Nous allons raisonner par contraposée, en montrant que si la famille (¢4, ..., p,) est
liée, alors u n’est pas surjective.

T
(@1, r) li€e = 3(A1,..., A) € K"\ {Oxr} tel que Y Nigpi =0
i=1

(¢;) est liée < il existe des scalaires (\1,...,\;) € K"\ {0k} telsque >\, Xig; = 0. Alors on
ay i, Aig; = 0.0n peut traduire cette équation en hyperplan d’équation }_;_, \iy; = 0 dansK".
Donc 'image de u est contenue dans ’hyperplan d’équation >"._; A\;y; = 0, donc u n’est pas surjec-
tive. Donc (p;) estliée <= JH unhyperplande K" telqueVx € E,u(z) = (¢1(2),...,¢or(z)) € H.

Ainsi,Im(u) C H,doncu n’est pas surjective, parceque Im(u) C H <= dim(Im(u)) < dim(H) <
dim(K") (voir 4, ce n’est pas évident!).

Donc (p;) est liée <= u n’est pas surjective. Ainsi, (;) libre <= w surjective.

Pour montrer que codim ();_, H; = r,on pose H; = ker ;. Donc(;_, H; = ker(u), et parlaformule
durang, on a codim ker(u) = dim(Im(u)) = r, sachant que u est surjective. O

I = Propriété 2

Soit E un espace vectoriel de dimension r et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors:

dimF <r —1 <= dG hyperplan telque ' C G

13
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Démonstration. Dans le sens indirect, la démonstration est évidente par propriétés simples de la di-
mension. Dans le sens direct, la démonstration est plus subtile et repose sur le théoréme de la base
incompléte.

On pose d = dim F', donc (eq, ..., eq) est une base de F. Comme d < r — 1, on peut compléter cette
base en une base de E (e1,...,€q,€4+1,---,¢€r). On pose alors G = Vect(ey,...,e,—1). Alors G est
un hyperplande F et F' C G. O

I @ Exemples

Onpose FF = {P e R[X]| P(1) = fol P = 0}. Calculons la codimension de F'.

Ona F = ker(y1) Nker(pz) avec p1(P) = P(1) et pa(P) = fol P.Montrons que (1, ¢2) estune
famille libre.

Supposons que A\j¢1 + Aagws = 0. Alors pour tout P € R[X],ona A\ P(1) + A fol P = 0.En
prenant P = 1, on obtient A\; + Ao = 0. En prenant P = X — 1, on obtient % = (. On obtient
A1 = 0et Ay = 0.Donc (¢1, 2) est une famille libre.

Donc codimF' = 2.

14



5 Dpualité

I & Définition 3 (Dual)

On appelle le dual de F, noté E*, 'espace des formes linéaires sur £ : E* = L(FE,K) (a ne pas
confondre avec E'\ {0}).

|I = Proposition 7

Sidim F = n < oo, alorsdim E* = n.

Démonstration. Si E, F sontde dimensiosn finies, alors dim £L(E, F)) = dim E - dim F'. En particulier

pour F' =K, ontrouvedim EF* =n x 1 =n. O
J= roroitins—— \EIE
Soit (e, ..., ey,) une base de E. On définit la base duale e* = (e}, ..., e}) de E* par:
. F — K
€; -
r — x;
avec z; la i-eme coordonnée de = dans la base (e, . .., e,).
Démonstration. Nous allons montrer que e* = (e7,. .., e} ) est une base de E*. Pour cela, on montre
queVi,ef € E*etque (e],...,e};) estune famille libre de E*.

Montrons que e} € E™*.
Onaz =37 zieety=> 1 ye.Alorse;(x) =z, etel(y) = y;. Soit A € K. Alors:
n

e;(hz+y) =e | Y Az +y))e;
j=1

= Azi +yi
= Aej(z) +¢; (y)

Donc e} est linéaire, donc ef € E*.
Montrons que e est une famille libre de £*.

Supposons que Y " ; \;ef = 0. Alors pourtoutz € E,ona:
> ief(z) =0
i=1
En particulier, pour z = e;,onae’(e;) = J;; (le symbole de Kronecker). Donc::
n n
Z)\ief(ej) = Z)\ldw = )\j =0
i=1 i=1

Donc A\; = O pourtoutj =1,...,n.Ainsi, (e],...,e;) estune famille libre de £*.

15
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Comme dim E* = n,on conclut que (ef, ..., e!) est une base de E*, vu qu’elle contient n éléments.

Méthode alternative : Il est possible de montrer que (e}) est une base de E* en montrant que c’est
une famille génératrice de E*. On prend alors une forme linéaire quelconque p € L(E,K) etVz € E,

onap(z) = Y ziple) = > plei)ef(z). Doncp = > o(e;)el, ce qui montre que (ef)
est génératrice de E* vu que cette égalité est valable pour tout z € FE. Comme dim E* = n,on
conclut que (e}) est une base de E*. Cette méthode nous permet aussi d’obtenir les coordonnées
de gp dans labaseduale: ¢ = >"" | ©(e;)ef, donc les coordonnées de ¢ dans la base duale sont

yeeso(en)). O

||

Les coordonnées de ¢ € L(E,K) dans la base duale sont données par p(e;) pouri =1,...,n.

I @ Exemple6

Dans E = R%onposes; = (1,1) etey = (1,—1). Montrons que e = (g1, €2) est une base de E et
calculons sa base duale £*.

Le déterminant de la matrice de passage de la base canonique a la base € est :

1 1
det (1 _1> =-2#0

Donc ¢ est une base de E. Onacj(e1) = 1,ej(e2) = 0,e5(e1) = O etes(e2) = 1. Donc la base
duale est:

e = (e1,€3)
Déterminons alors 5 et 5. Soitx € E.Onax = x1e1 + x2e2 avec z1, 22 € R. Alors:
X1 =¢€l(z) et Xo = £5(2)
On a donc le systéme suivant :
(71, 72) = X1(e1) + Xa(e2)

On peut résoudre ce systeme pour obtenir x et xs :

. —X1+X2em X1 — Xy
1= 27 g
Doncona: i
X1+ T2 % T — X2
e1(r) = etes(r) = B

I @ Exemple?7

Dans E =Ry[X],onpose P, =X —1,P, =X —2et P, #0.
Si P, = AP;alors Pi(1) = 0et P»(1) = 0 = —\ ce qui estimpossible. Donc P; et P, sont libres.

(a recopier)
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I A Exercice 3

Soient (zg, . .., z,) des réels deux a deux différents.

n

Li(X) = H X7

Tr — 1
j=0etji " * J

Montrer que (Lo, . .., L,) est une base de R,,[ X] et calculer sa base duale.

o comecin

On posee = (Lo, ...,Ly). Son cardinal est n + 1 = dim(RR,,[X]), donc il suffit de montrer que
e est libre. Soit (Mg, ..., A,) € R*" tel que Y7 \iL; = 0.0n évalue cette égalité en x; pour
j=0,...,n:

D AiLi(zg) = AiLy(a) = A =0
i=0
Donc \; = O pourtoutj =0,...,n.

Donc ¢ est libre et donc c’est une base de R,, [ X].

(a recopier)
I = Proposition 9
Soit (¢1,...,pn) une base de E*;alors:

U‘E — K™
x> (901(1‘),---a<ﬂn(95))

est un isomorphisme.

Démonstration. On vérifie que u est linéaire, surjective (ou injective, parce que dim £ = dim K").
Comme (g1, - .., py) est une base de E*, alors on sait que u est surjective (voir 4), et on vérifie facile-
ment qu’elle est linéaire, donc c’est un isomorphisme. O

I & Définition 4 (Base préduale/antéduale)

Soit ¢ = (¢1,---,pn) une base de E*. On appelle la base préduale (ou antéduale) tout e =
(e1,...,e,) base de E telle que:

|I = Proposition 10

g =@

Chaque base de E* admet une unique base préduale.

Démonstration. O
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I @ Exemple 8

Dans E = R?, on pose:

p1(x) = 2x1 + x2
(pg(m) =1x1 + 3x9

Montrons que (¢1, p2) est une base de E* en calculant sa base duale, puis calculons sa base pré-
duale.

o comocin Y

Onapi(x) = 2x1 + x2 = 2€j () + e5(z) et () = z1 + 322 = € (x) + 3e5(x).

Le déterminant de (¢1, ¢2) dans la base duale (e7, e3) est:

2 1
det(l 3)=5¢0

Donc (1, ¢2) est une base de E*.
Pour calculer la base préduale, on pose:

L E R?
‘o (p1(2), p2(2))

On cherche a résoudre ’équation yy = u(x) pourz € Eety € R%2. Ona:

Y1 = 2x1 + T2
Y2 = o1 + 372

On résout ce systéme pour z; et x5 en fonction de y; et y,. On obtient :

- 3y1 — 2 ety = U + 2y2
5 5
Donc la base préduale est :
3, L e L2
€] = 561 562 €9 = 561 562

I @ Exemple9
Dans E = Ry[X], on pose:

Montrons que (41, p2, p3) est une base de E* puis calculons sa base préduale.
On sait que tout polyndme de Ro[ X ] peut étre écrit comme :

VP € Ry[X], P(X) = ap + a1 X + ax X>

18
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avec (ag, ay,az) € R3. Alorsona:

— VP e Ry[X Z a; X"

Donc on peut écrire :

©1(P) = ap + a1 + a2
(,OQ(P) =ai + 2as
03(P) = [} (a0 + a1 X +axX?)dX = ag+ 4 + %

En posanta; = ef(P) pouri = 0, 1,2, on peut écrire :

p1(P) = e(P) + ei(P) + e5(P)
w2(P)=0-¢e5(P)+1-ej(P)+2-e5(P)
p3(P) =1-€5(P) + 5 €i(P) + 5 - e3(P)

Donc les coordonnées de ¢; dans la base duale (e, e}, e3) sont (1, 1, 1), celles de 3 sont (0, 1, 2)
et celles de 3 sont (1, 1, 1).

1273

Calculons le déterminant de la matrice des coordonnées de (¢1, 2, p3) dans la base duale
(eg: €1, €3) :

det

Lol 1 1 1 2 1
11 3]=1(15-22)-04+1-(1-2-1-1) =1 (5 -1)+1-(2-1) = —Z+1= - #0
Lo 1 3 72 3 3 3

3

On peut aussi simplement vérifier que la famille est libre, et comme elle est de cardinal 3, égal a la
dimension de E*, alors c’est une base de E*.

En effet, supposons que A1p1 + Aawa + A3p3 = 0. Alors pour tout P € Ry[X],0ona:

1
)\1P(1)+/\2P/(1)+/\3/ P=0
0

En prenant P(X) = (X —1)%,ona P(1) = 0 et P'(1) = 0,donc )3 [, (X — 1)2dX = 0.
Comme [} (X — 1)2dX > 0, on obtient A3 = 0.

Enprenant P(X) = X —1,ona P(1) = 0et P'(1) = 1,donc Az~ 1—1—)\3“[01()(— 1)dX = 0.
Comme A3 = 0, on obtient Ay = 0.

Enfin,enprenant P(X) = 1,ona P(1) = 1et P/(1) = 0,donc /\1-1+)\2-0+)\3-f01 1dX =0.
Comme Ay = A3 = 0, on obtient \; = 0.

Donc (1, @2, p3) est une famille libre.

Calculons la base préduale. On pose :

E — R3
P (91(P), 02(P), p3(P))

19



CH.02 | Codimension etdualité 5. Dualité

Cette application est un isomorphisme. On a e} = u(c;) avec ¢ = (¢;) la base canonique de R3.
On cherche a résoudre léquation y = u(P) pour P € Eety € R3.Ona:

y1 = P(1)
y2 = P'(1)
Y3 = fol P

Onpose P(X) = ag + a1 X + az X2 Alorsona:

Y1 = ap + a1 + az
Y2 = a1 + 2az
ys=ao+ %5 + %

On résout ce systéme pour ag, a1, as en fonction de y1, 42, y3. On obtient :
ap = —2y1 + 3y2 + 6y3

a1 = 6y1 — 2y2 — 6y3
az = —3y1 + %yz + 3ys3

On obtient donc:

_ 1 3
u(y) = (-2 + Q2+ 6ys) + (6y1 — 2y2 — 6y3) X + (—3y1 + Jh2+ 3y3) X2

Donc la base préduale est :

€1 = U_l(l,0,0)
= ¢ = (e1,€9,£3) avec } &5 = u~1(0,1,0)
g3 =u"1(0,0,1)

Apreés calculs, on trouve :
g1 =—2+46X — 3X?
g2 =5 —2X + 3X?2
e3 =3 —6X + 3X?

On peut aussi déterminer la base préduale en évaluant ’égalité suivante en des polynémes parti-
culiers.

En effet, VP € Ry[X],0na:
P =p1(P)e1 + p2(P)e2 + p3(P)es
Donc P = P(1)e; + P'(1)es + [, Pes.

On pose donc P(X) = (X —1)2. Alors P(1) = 0, P'(1) = O et fol P = 1.Donc on obtient :

1
3= (X —1)? = e3=3(X —1)" =3X" — 6X +3

On pose ensuite P(X) = X — 1. Alors P(1) = 0, P/(1) = 1 et fol P = —1.Doncon obtient:

1 1 1 3 1
g-ga=X-1 = 52:X—1+§53:X—1+§(3X2—6X+3):§X2—2X+§
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Enfin, on pose P(X) = 1. Alors P(1) = 1, P/(1) = O et fol P = 1.Donc on obtient:

e1+e3=1 = g1 =1-e3=1—(3X?2—-6X+3)=-3X2+6X -2

Et donc on retrouve bien la base préduale:

g1 =-3X246X -2
ga=3X?—2X+3
£3 =3X%2—-6X +3

I = Proposition 11

Soit £ un espace de dimension finie n ete = (ey,...,e,) une famille quelconque de E, avec
» = (¥1,-.-,pn) unefamille quelconque de E*. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. eestunebase de F et o est la base duale de e (cC’est-a-dire ¢ = €*).
2. Vi,je{l,...,n},pi(ej) = 6.

3.V e E,x =3 gi(x)e.

4. YfeE* f=3" fle)pi.

Démonstration. Montrons que (1) = (2). Si e est une base de F et ¢ est la base duale de ¢, alors
par définition de la base duale, on a p;(e;) = d;; pourtouti, j € {1,...,n}.
Montrons que (2) = (1).
— Ona ZZT’L:I )\iei =0 = Vj, ©j (Z?:l )\161) = Z?:l )\1903(61) = )‘j = 0. Donc )\z =0 pour
tout 7, donc e est libre. Comme e a n éléments et que dim E = n, alors e est une base de E.
— Pour montrer que e, = ¢, il suffit de montrer que ces deux familles coincident sur la base e. On
aVvi, j,pi(ej) = 6;5 = el (ej). Donc g; et e} coincident sur la base e, donc ¢ = e*.
Montrons que (1) = (3). Si e est une base de E et ¢ est la base duale de ¢, alors pour tout z € F,
on peut écrire z = Y I wiei. Alors gi(x) = ¢; (O iei) = > xipj(e;) = xj. Doncx =
>y pi(T)es.
Montrons que (3) = (1).
— SiVz € E,x =), gi(x)e;, alors la famille e est génératrice de E. Comme e a n éléments et
que dim E = n, alors e est une base de F.
— Comme les coordonnées de = dans la base e sont uniques, alors ; () sont les coordonnées de
x dans la base e, donc p = e*.

Montrons que (1) = (4). Si e est une base de F et p est la base duale de e, alors pour tout f € E*,
il existe des scalaires \; tels que f = > | A\ip;. En évaluant cette égalité en e;, on obtient f(e;) =

Yo Aigi(ej) = Aj.Donc A; = f(ej) etdonc f=>"", f(ei)ps.
Montrons que (4) — (1).
— OnsaitqueVf € E*, f =" f(e;): Enparticulier, pour f = pj,0onap; =3 1" | ¢j(e)p;.
— En évaluant cette égalité en ey, on obtient p;(ex) = > | @j(ei)i(er).
— Comme p;(ey) est le coefficient de e, dans la base duale, on obtient que ¢;(ex) = 6.
— Donc (2) est vérifiée, et par ce qui précéde, on conclut que (1) est vérifiée.
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I @ Exemple 10

Dans E = R,,[X], on pose (x;) une famille de n + 1 réels différents deux a deux. On définit :

CR,JX] — R
Vit p s Pa)

On note que p; est un élément de E* pour chaque i.

On peut utiliser le polyndme d’interpolation de Lagrange pour montrer que (o, . . ., ¢,,) est une
base de E*; On cherche une famille (e;) tels que p;(e;) = 9,5, C’est-a-dire que e;(x;) = d;5, ce qui
rappelle L;(z;) = 0;j, le polyndme de Lagrange associé a z;. On peut donc poser ¢; = L; pour
1= 0, R 8 On a bien goi(ej) = ej(.z‘i) = Lj(l’i) = (S”

Donc (o, - - - , ¢n) est une famille génératrice de E*. Comme elle contient n + 1 éléments et que
dim E* = n+ 1, on conclut que (o, . - ., ¢ ) est une base de E*. Sa base préduale est la base de
Lagrange (Lo, ..., Ly).

I @ Exemple 11
Dans E = R, [X], on pose a € R et on définit:

..Rn[X] — R
Pitp s PO(g)

Montrons que (o, - - - , ¢ ) €st une base de E* et calculons sa base préduale.

Ca nous rappelle immédiatement le théoreme de Taylor. En effet, pour tout P € R,,[X],ona:

@) (q A
P(X):ZP !( )(X—a)z

n
=0 t
Donc on peut poser ¢; = %(X —a)ipouri=0,...,n.

On sait aussi que card ((i)iefo,..n}) = n + 1 = dim(E*).

Alors, par ’équivalence (1) <= (3) de la proposition précédente, on conclutquee = (e, ..., ey)
estune base de E et que ¢ = (o, ..., ¢, ) est la base duale de e. Donc (¢, - . . , ¢ ) €st une base
de E* et sa base préduale est (e, . . . , €,).

I @ Exemple 12

On prend E un espace euclidien, et e une base orthonormée de E. Donnons sa base duale.
Comme ¢ est une base orthonormée, alors Vi, j,on a:
(€i,€5) = i

On peut donc poser ¢;(z) = (z,e;) pour tout z € E. ¢; est alors une forme linéaire, et p;(¢;) =
dij. Donc (1, ..., pn) estlabase duale dee.
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5.1 Caractérisation matricielle d’une base et sa base duale

I = Proposition 12

Soite = (e1,...,e,) unebasede E, ¢ = (p1,...,¢,) une famille de E* ete = (e1,...,¢,) la
base duale de e. On pose aussi :

A = Mat.(€1,...,€,)
B = Mate (01, -+, ¢n)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. eestunebasede Fetp = €*.
2. 'AB = I,.

Démonstration. En utilisant la proposition 5, on sait que e est une base de F et ¢ = €* si et seulement
si Vi, 4, pi(€;) = d;5. I suffit de montrer que cela équivaut a dire que *AB = I,.
Onsaitquee; = > ) Agjeretp; = > -, Byej. Alors:

Vi, j, pi(€j) = 6ij <= Vi, j, i (Z Akj€k> = 0jj
k=1

n
— Vi,7, Z Apjpilex) = 0;; par linéarité de ¢;
k=1

On peut considérer que ¢; retourne la i-eme colonne de la matrice B. On peut donc exprimer ; =
> 1= Biej. Alors:

Vi,j, Z Akjgoi(ek) = 5Z-j < Vi,j, Z Akj (Z Blie;k(ek)> = (57;]' sachant que 67(6]6) = 5lk
k=1 k=1 =1

n
e Vi,j, Z Aijki = 51‘3‘
k=1

Si on veut écrire la derniere expression sous forme de produit matriciel, il faut remarquer que Ay;
peut faire référence a la j-éme ligne et k-éme colonne de la transposée de A, c’est-a-dire ! A;;,. Donc
on peut réécrire la derniére expression comme suit :

Vi, j, > 'AjrByi = i
k=1

< Vi,j, (tAB)ji = 5ij

— [aB=1
Tocemen

Dans E = R", ¢;(x) = 1 + --- + x;aveci = 1,...,n. Montrons que ¢ = (¢1,...,p,) estune
base de E* et calculons sa base préduale.

Pour vérifier que ¢ est une base, il suffit de montrer son déterminant dans la base duale ¢* est
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non-nul.

La matrice de ¢ dans la base e* est une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale
(clair), donc son déterminant est 1, donc non-nul. Donc ¢ est une base de £*.

On cherche maintenant la base préduale e = (e, ..., €,) de ¢. On utilise la propriété précédente
en cherchant une matrice A telle que *AB = I, avec B = Mat«(p1,...,¢,).0na:
1 1 1 ... 1
011 ... 1
B=10 01 ... 1
0 0 0 1
1 0 0 . 0
1 10 0
OnaA=('B)~'.Onsaitque’B=|1 1 1 0
111 ... 1

On résout donc ’équation ' BX =Y pour trouver X = (‘B)~1Y. On obtient:

(a recopier)

| T

Si E est de dimension finie n, on peut alors démontrer la propriété ci-dessous :

(¢i)ieqn,...ry estlibredans E* <= (ﬂ ker(p;)) est de codimension r
=1

En complétant (¢;) en une base ¢ de E*. Soit e sa base préduale telle que e} = ¢; pouri =

1,...,n.
ﬂ ker(p;) = ﬂ ker(e})
i=1 i=1
= Vect(ery1,- -+, en)
= dim(ﬂ ker(¢;)) =n—r = codim (ﬂ ker(goﬁ) =T
i=1 1=1

5.2 Application : Matrices magiques

« Application 4

a recopler

|
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6 Orthogonalité au sens de la dualité

I ‘D Rappel1

Le produit scalaire (z, y) est une forme bilinéaire symétrique définie positive.
Onditquez L ysi(z,y) = 0.
Pour parler d’orthogonalité, il suffit d’avoir une forme bilinéaire.

I (Orthogonalité au sens de la dualité)

On définit Papplication suivante :

E*xE — K
" (pyx) o () = ()

... une forme bilinéaire.

On dit alors que ¢ et = sont orthogonaux (au sens de la dualité) si (p, x) = p(z) = 0.

ol <= ¢()=0 < z € ker(yp)

‘I @ Exemple 14

Dans E = R3, on pose ¢(z) = 1 + 79 — 23. Soitv = (1,1,1). Alors p(v) = 1+1—-2-1 =0,
doncp L wv.

I & Définition 6 (Orthogonal d’une partie)
Si A C E, on définit l'orthogonal de A par:
At ={p € E*|Vz € A, p(z) =0}

C’est ’ensemble des formes linéaires qui sannulent sur A. On peut aussi définir l'orthogonal d’une
partie B C E* par:
Bt ={z € E|VYy € B,p(x) =0}

| I

— SiA C E* alors AL C E.
— SiAC E,alors A+ c E*.

|I = Proposition 13

Soit A une partie non-vide de E (resp. E*). Alors A+ est un sous-espace vectoriel de E* (resp. E).

Démonstration. On montrera chaque cas séparément.

— Danslecasol A C E,onay = 0p« € AL, carVz € A, 0p- (x) = 0. Montrons maintenant la
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stabilité par combinaisons linéaires. Soient ¢, 9 € At et A € K. AlorsVa € A, (A\p + ¥, a) =
Mg, a) + (1, a) = 0,donc A\p + 1 € A+. Donc A est un sous-espace vectoriel de E*.

— Danslecasoll A C E*,ona0gp € AL, ilsuffitde repartirde la définitionde A+ = {z € E,Vyp €
A, p(x) = 0} qui est égal a Npea ker(y). Comme lintersection de sous-espaces vectoriels est
un sous-espace vectoriel, on conclut que A+ est un sous-espace vectoriel de E.

I = Proposition 14

O

At = [Vect(A)]*
C’est-a-dire que 'orthogonal d’une partie est égal a 'orthogonal de son sous-espace vectoriel en-

gendré.

Démonstration. On décompose encore une fois la preuve en deux parties A C Fet A C E*.
— SiAC E,ona:

¢ € (Vect(A) = (p,v) = 0,Vv € Vect(A)
en particulier, (¢, z) = 0,Vx € A
— pe At
— (Vect(4))" c A+
Dans le sens inverse,on a:
pe At = (p,2)=0,Vzec A
— ZAi<g0,xi> = O,V)\i S K,in €A
i=1
= (p,v) =0,Yv € Vect(A)
— e (Vect(A)*+

— Si A C E*, onsuit laméme démarche en utilisant la linéarité de (¢, z) — (¢, z:) a gauche.

I = Propriété3

Si A C B,alors B+ c AL.

O]

i.e.: Tout élément orthogonal a B est orthogonal a A.

I = Proposition 15 (Orthogonalité et dimension)

On considére que F est de dimension finie.
Si F' est un sous-espace vectoriel de E, alors :

dim(F) + dim(F+) = dim(E)

En posantn = dim(E), on adim(F+) = n — dim(F).
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I A Attention!

On ne peut plus écrire F+ @ F = E car F- est un sous-espace de E* et non de E. On ne peut
donc pas additionner F et F'L.

Démonstration. On décompose la preuve en deux parties F C Fet ' C E*.

— SI F un sous-espace vectoriel de E*, alors on pose (41, . .., ¢,) une base de F'. On la compléte
enune base (p1, ..., ¢,) de E*. Soit e sa base préduale, donc:

F =Vect(py,...,0p) = FL= ﬂker ¢i) = Vect(ey 1, .-, €5)

Ft= [Vect(e], .. .,e;‘,)]L
Doncdim(Ft) =n — p = n — dim(F).

reFt — Vie{l,...,p},ei(z)=0

P
= x € (ker(e])

i=1
— Vie{l,...,p},z; =0
< x € Vect(epiq,---,€)

— |dim(F*) =n—p=n— dim(F)

Une autre méthode consiste a utiliser une application définie comme suite :
y: E*— F*
')
Cette application u est linéaire et surjective. En effet, pour tout f € F*, on peut définir o € E* par

op=f oUE =F & S.Alorsu(p) = f.

s =0
dim F' = dim F*
= rg(u)
= dim £* — dim(ker(u))
= dim E* — dim(F™)
=n — dim(F1)
— Dans le cas ou F est un sous-espace vectoriel de E, on pose (ey, . .., €,) une base de F' comme
suit:
Ft = [Vect(er, ..., ep)] " ={er,...,ep}+

peFt «— Vvie{l,....p},p(e;)) =0
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On compléte cette base en une base (e1, ..., e,). Alorsp = > | p(e;)er.

doncy € F+ «— o(e;) =0,Vie {1,...,p}

n

= p= > ole)e;

i=p+1
<= p € Vect(epi1,---,6p)
— Flt= Vect(eyyq,---5€p)

— |dim(Ft) = n—p=n— dim(F)

I @ Exemple 15
Dans E = R3[X], on pose:

F:{PeRg[XHP(l):/OlP:O}

On cherche a calculer la dimension de F.

On décompose F en intersection d’orthogonaux :

p1: P— P(1)
po:Prs [I P

Alors F = {P € Rs[X],(¢1,P) = Oet(py, P) = 0} = {1, 2} = [Vect(p1,2)]*. Alors
dim F' = dim(E) — dim(Vect(p1,92)) = 4 — 2 = 2, sachant que (p1, ¢2) est libre dans £,
facilement vérifiable par absurde ou en explicitant les coordonnées de ¢, et o dans la base duale,
et obtenir deux colonnes différentes.

{gol(P) = P(1) = 32, P avec P, les coefficients de P dans la base (1, X, X2, X?)

¢2(P) = 3_7_ 741 P, avec P, les coefficients de P dans la base (1, X, X2, X?)

= (1) = et (¢2), =

—_ o
N I T e

On peut aussi calculer la dimension de F' en utilisant un résultat précédent sur la codimension et
’intersection d’hyperplans.

Comme F = ker(p1)Nker(ps),onacodim(F) = codim(ker(¢1))+codim(ker(pz)) = 1+1 = 2.
Donc dim(F') = dim(E) — codim(F) =4 —2 = 2.

|I A Attention!

Dans la suite, on considére que dim E < oo.
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‘I = Proposition 16

Si F est un sous-espace vectoriel de E (resp. E*) alors (FL)l =F.

Démonstration. On décompose la preuve en deux parties ' C Fet FF C E*.

— Danslecasol F C E,onposex € F,alorsVyp € F+ (p,2) = 0,doncz € (F)*. Donc
F C (FY)*. Ainsi, F C (FH)*.
— Danslecasol F C E*, onpose ¢ € F,alorsVz € F- (p,z) = 0,doncy € (F)*. Donc
F C (FY)*. Ainsi, F C (FH)*
Dans les deux cas, on a dim(F) + dim(F+) = dim(E) et dim(F*) + dim((F+)*1) = dim(E), donc
dim(F) = dim((F+)+). Comme F C (F1)* et que les deux sous-espaces ont la méme dimension,
on conclut que F = (F+)*+. O

I = Proposition 17
Si (¢i)i<i<r € E*,p € E*,alors ¢ € Vect(p1,...,¢,) <= (\i_; ker(y;) C ker(p).

| CEETE———

Soient F, G deux sous-espaces vectoriels de E/ (ou de E*). Alors, on saitdéjaque F € G <=
G+ c F*.0n a déja montré le sens direct, et le sens inverse est vrai car si G- C F*, alors
(FH)L c (GH)*, donc F C G, par la proposition 6.

Démonstration. On peut maintenant démontrer la proposition 6 en utilisant la remarque précédente.
En effet,on a:

¢ € Vect(p1,...,pr) <= Vect(p) C Vect(p1,...,er)
— [Vect(er, ..., o))" C [Vect(p)]*

— ﬂ ker(y;) = [Vect(p1,. .., o))" C [Vect(p)]* = ker(p)

I @ Exemple 16

Dans E = R3, on pose:

H1=:1:+y—z:0
Hy=2z+y+52=04=(1,1,1)

Donnons l’équation du plan H passant par A et contenant la droite D = H; N Ha.

On peut considérer ces plans H; et H, comme des noyaux de formes linéaires. La droite D est
Uintersection de ces deux plans, donc D = H; N Hy = ker(gp1) Nker(p2).

On pose H = ker(yp).

DCH «<— HNHyCH
<= ker(¢p1) Nker(psz) C ker(p)
<= ¢ € Vect(p1, ¢2) par la proposition 6

Donc p(M) = (A¢1 + pp2)(M) = 0 pour tout M € D.
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Pour A € H,ona p(A) = 0,donc (Ap1 + pp2)(A) = 0. 0n obtient donc : (recop)

6.1 Equations d’un sous-espace vectoriel

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On peut donner une équation de F' en utilisant 'orthogonalité.
En effet, on peut écrire :

F = (FL)L
On pose alors o1, . .., ¢, une base de F-. Alors :

= Vect(p1,...,¢r)

— F = (FL)L = [Vect(¢1, . - .,goT)]L = ﬂ ker(p;)

Donc F est lintersection des noyaux de ¢4, . . . , ... On peut donc donner une équation de ' en don-
nant une base de F'*.
p1(z) =0
rel
or(x) =0

Ondit que (¢1, . . ., @) est un systeme d’équations de F'.
De plus, codimF' = dim(F*) = r.

On réécrit ce passage sous forme de proposition.

I = Proposition 18

Si (¢1, ..., @) estune base de F*, alors:
reflF

Ondit que

est un systeme d’équations de F.

| CEET———

Le systéme d’équations de F' n’est pas unique. En effet, si (¢1, . . ., ©,) est une base de F'*-, alors:

(]kergaZ = ﬂkerz/;] <= Vect(p1,...,0r) = Vect(Y1,...,1s)
7j=1

En effet, ﬂ ker p; = m kervy; <= [Vect(p1,... o)) = [Vect(in, . .., bs)]*

i=1
= [Veet(pr,..., 007" = [Vect(yr,... )]
< Vect(p1,...,pr) = Vect(¥1, ..., 10s)
Donc )y = 0,...,1s = 0 est aussi un systéme d’équations de F.
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I @ Exemple 17

Dans E = R*, on pose:
v =(1,2,3,4),vo = (1,1,1,1), F = Vect (v, v2)

On cherche un systéme d’équations de F'. (a recopier)

4
o(z) = Z a;;
i=1

p(v1) = . Jar+20 4303+ das=0
p(v2) =0 ay + as +as + ag =0
—3a; —2a82 —a3 =0
—2a1 —az +as =0

az = —3CL1 - 2a2
<
a4 = 2a1 + as

= @ =ai(x1 — 3z3 + 224) + ag(x2 — 223 + 4)

= |Ft+ = Vect(z1 — 3x3 + 224, 29 — 223 + 24)

Donc un systeme d’équations de F est :

1 —3x3+ 224 =0
xo —2x3+14 =0

I A Exercice 4

Soit (¢1, - - -, pp) une famille de E*. Calculer la dimension dim (?_, ker(¢;).

I ‘D Rappel 2

Si(p1,. .., p) une famille libre.

P
codim m ker(v;) =p
i=1
p
= dim m ker(p;) =n—p
i=1
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