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1 Codimension

Proposition 1

Soit S et S′ deux supplémentaires d’un sous‑espace vectoriel F deE.

E = F ⊕ S = F ⊕ S′

Alors S ' S′ (isomorphisme).

Démonstration. Construisons un isomorphisme entre S et S′. Pour ça, après analyse rapide, on peut
définir l’application suivante :

u : S −→ S′

x 7−→ p(x)

où p est la projection de S′ parallèlement à F . Comme E = F ⊕ S′, les images de E par p peuvent
être écrire de la manière suivante :

p :
E = F ⊕ S′ −→ S′

f + s′ 7−→ s′

Et commeE = F ⊕ S, les images deE par p peuvent être écrire de la manière suivante :

p :
E = F ⊕ S −→ S′

f + s 7−→ s′

Il est facile de vérifier que u est bien linéaire. Il reste à montrer que u est bijective.

Vérifions que u est injective.
— Soit s ∈ ker(u).
— Onsait que, comme s ∈ E = F⊕S′, il existeununiquecouple (f, s′) ∈ F×S′ tel que s = f+s′.
— Mais s ∈ ker(u), donc u(s) = p(s) = s′ = 0. Donc s = f + 0 = f ∈ F .
— Mais s ∈ S et F ∩ S = {0} parce que S est un supplémentaire de F . Donc s = 0.
— Ainsi, ker(u) = {0} et donc u est injective.

Vérifions que u est surjective.
— Soit s′ ∈ S′.
— CommeE = F ⊕ S, il existe un unique couple (f, s) ∈ F × S tel que s′ = f + s.
— Donc p(s′) = p(f + s) = s (car p est la projection sur S′ parallèlement à S).
— Ainsi, pour tout s′ ∈ S′, il existe un s ∈ S tel que u(s) = p(s) = s′. Donc u est surjective.

On a donc montré que u est bijective et linéaire, donc c’est un isomorphisme entre S et S′.

Définition 1 (Codimension)
F est dit de codimension finie dans E s’il admet un supplémentaire S de dimension finie. Dans
ce cas, on définit la codimension de F dansE par :

codimE(F ) = dim(S)
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CH. 02 | Codimension et dualité 1. Codimension

Méthode

Pour construire un supplémentaire, il suffit généralement d’utiliser le théorème de la base incom‑
plète. Dansunespacededimension infinie, onutilise l’axiomedeZorn (pas étudié) pour construire
un supplémentaire.

Exemple 1

Dans l’espace des polynômes E = R[X], on pose P ∈ E \ {0E} et F = PR[X], qui est bien un
sous‑espace vectoriel deE de dimension infinie (dimF = ∞).

Cherchons si F admet un supplémentaire de dimension finie. On cherche donc un sous‑espace
vectoriel S qui vérifie la condition suivante :

R[X] = PR[X]⊕ S

Cette écriture rappelle la division euclidienne des polynômes. En posant d = deg(P ), on peut
choisirS = Rd−1[X], qui est de dimension finie dimS = d. En effet, pour toutQ ∈ R[X], on peut
écrireQ = PR + S avecR ∈ R[X] et S ∈ Rd−1[X] (division euclidienne). De plus, l’intersection
PR[X] ∩ Rd−1[X] = {0} car un polynôme de degré inférieur à d ne peut pas être multiple de P
(qui est de degré d).

Ainsi,R[X] = PR[X]⊕ Rd−1[X] et donc codimR[X](PR[X]) = d.

Exemple 2

Dans l’espace des matrices carrées de taille n ∈ N∗ E = Mn(R), on pose H = {X ∈ E |
Tr(X) = 0}. C’est bien un sous‑espace vectoriel de E de dimension finie, vérifions que sa codi‑
mension est de 1.

Pour cela, il suffit simplement de calculer la dimension deH . On peut utiliser les caractéristiques
de l’application trace :

Tr : E −→ R
X 7−→ Tr(X)

qui est une forme linéaire. Le sous‑espaceH est donc, par définition, le noyau de cette forme li‑
néaire. CommeTr est non‑nulle,H est un hyperplan deE et donc dimH = dimE − 1 = n2 − 1.
Ainsi, codimE(H) = 1.

Il est aussi possible d’aborder ce calcul de dimension via théorème de rang.

Remarque

La codimension de F ne dépend pas du supplémentaire S choisi car n’importe quel supplémen‑
taire est isomorphe à S, donc leurs dimensions sont égales.
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2 Hyperplans

Définition 2 (Hyperplan en dimension quelconque)
On dit qu’un sous‑espace vectoriel H d’un K‑ev. E est un hyperplan si et seulement si
codimE(H) = 1, c’est‑à‑dire qu’il admet un supplémentaire de dimension 1.

Proposition 2 (Formule du rang en dimension quelconque)
Soit u ∈ L(E,F ) une application linéaire. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. rg(u) est de dimension finie (dim(Im(u)) <∞).
2. ker(u) est de codimension finie dansE (codimE(ker(u)) <∞).

Le noyau admet alors un supplémentaire de dimension finie si et seulement si l’image est de di‑
mension finie. De plus, on a la formule du rang :

dim(Im(u)) = codimE(ker(u))

Démonstration. Montronsque les deuxpropriétés sont équivalentes.Montronsd’abordque (1) =⇒
(2).

Onpose r = rg(u), donc∃(e1, . . . , er) ∈ E tel que (u(e1), . . . , u(er))estunebasede Im(u).Montrons
que la codimension du noyau est finie, c’est‑à‑dire qu’il admet un supplémentaire de dimension finie.

Endimension finie, le résultat est immédiat : la dimensiondu supplémentaire est égale à la dimension
de l’image (rang r). En dimension infinie, on peut construire un supplémentaire de ker(u) de dimen‑
sion finie en posant :

S = Vect(e1, . . . , er)

...qui est clairement de dimension finie.

Montrons que ker(u) ∩ S = {0}. Soit x ∈ ker(u) ∩ S. Alors x =
∑r

i=1 λiei pour certains λi ∈ K.
Comme x ∈ ker(u), on a u(x) = 0, donc :

0 = u(x) = u

(
r∑
i=1

λiei

)
=

r∑
i=1

λiu(ei)

Mais (u(e1), . . . , u(er)) est une base (donc famille libre) de Im(u), donc les scalairesλi sont tous nuls.
Ainsi, x = 0 et donc ker(u) ∩ S = {0}.

Montrons que E = ker(u) + S. Écrivons x ∈ E sous la forme k + s avec k ∈ ker(u) et s ∈ S. On
procède par analyse‑synthèse :

— Analyse : Soit x ∈ E. x = k + s = k +
∑r

i=1 λiei =⇒ u(x) =
∑r

i=1 λiu(ei). Comme
(u(e1), . . . , u(er)) est unebasede Im(u), il existedes scalairesλi tels queu(x) =

∑r
i=1 λiu(ei).

Ensuite, on prend k = x−
∑r

i=1 λiei et on au(k) = u(x)−
∑r

i=1 λiu(ei) = 0, donc k ∈ ker(u).
— Synthèse : Soit x ∈ E, donc u(x) ∈ Im(u) = Vect(u(e1), . . . , u(er)). Donc il existe des sca‑

laires λi tels que u(x) =
∑r

i=1 λiu(ei). Par linéarité de u, on a u(x −
∑r

i=1 λiei) = u(x) −∑r
i=1 λiu(ei) = 0, donc x −

∑r
i=1 λiei ∈ ker(u). Posons k = x −

∑r
i=1 λiei ∈ ker(u) et

s =
∑r

i=1 λiei ∈ S. Alors x = k + s avec k ∈ ker(u) et s ∈ S.
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CH. 02 | Codimension et dualité 2. Hyperplans

On conclut alors queE = ker(u)⊕ S, ce qui prouve que rg(u) <∞ =⇒ codimE(ker(u)) <∞.

Montronsmaintenantque rg(u) <∞ =⇒ codimE(ker(u)) = rg(u).OnsaitqueS = Vect(e1, . . . , er)
est un supplémentaire deker(u). On sait que la famille (u(e1), . . . , u(er)) est unebasede Im(u), donc
elle est libre, et on a

∑r
i=1 λu(ei) = 0 =⇒ λi = 0 pour tout i. Donc

∑r
i=1 λei ∈ S ∩ ker(u) = {0},

donc λi = 0 pour tout i. Ainsi, (e1, . . . , er) est une famille libre deS, donc c’est une base deS et donc
dim(S) = r = rg(u). Ainsi, codimE(ker(u)) = dim(S) = rg(u).

Montrons que (2) =⇒ (1). On suppose que ker(u) est de codimension finie, donc il existe un sup‑
plémentaire S de dimension finie tel queE = ker(u)⊕ S. Soit l’application suivante :

f :
S −→ Im(u)
s 7−→ u(s)

Montrons que f est un isomorphisme.

On sait que f est linéaire car u l’est, et donc ker(f) = ker(u) ∩ S = {0}, donc f est injective.

Montrons que f est surjective. Soit y ∈ Im(u), donc il existe x ∈ E tel que y = u(x). Comme E =
ker(u) ⊕ S, on peut écrire x = k + s avec k ∈ ker(u) et s ∈ S. Alors y = u(x) = u(k + s) =
u(k) + u(s) = 0 + u(s) = u(s). Ainsi, pour tout y ∈ Im(u), il existe un s ∈ S tel que f(s) = y, donc
f est surjective. Ainsi, f est un isomorphisme entre S et Im(u), donc dim(Im(u)) = dim(S) < ∞.
Ainsi, codimE(ker(u)) <∞ =⇒ rg(u) <∞.

Remarque

Si la dimension deE est finie, alors ker(u) est de codimension finie, car ker(u) est un sous‑espace
vectoriel deE etdonc codimE(ker(u)) = dim(E)−dim(ker(u)) <∞. La formuledu rangdevient
alors :

dim(Im(u)) = dim(E)− dim(ker(u))

Il s’agit de la formule du rang classique.

Méthode

Pour construire un supplémentaire du noyau, il suffit de prendre les antécédents d’une base u(ei)
de l’image (les ei sont les antécédents) et construire le sous‑espace vectoriel engendré par ces
antécédents Vect((ei)).

Exemple 3

Posons F = {P ∈ R[X] tel que P (1) =
∫ 1
0 P (x)dx}. Montrons que codimF < ∞ et donner un

supplémentaire de F dansR[X].

Construisons une application dont F sera le noyau.

u :
R[X] −→ R2

P 7−→ (P (1),
∫ 1
0 P (x)dx)

On a F = ker(u), donc il suffit de montrer que rg(u) <∞. On sait queR2 est de dimension finie,
donc rg(u) ≤ 2 <∞. Ainsi, codimF = rg(u) <∞.

Il est facile de montrer que u est linéaire et donc que F est un sous‑espace vectoriel deR[X].

Pour construire un supplémentaire de F , il suffit de trouver une base de l’image de u. On peut
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CH. 02 | Codimension et dualité 2. Hyperplans

prendre les polynômes 1 etX :

u(1) = (1, 1) et u(X) = (1,
1

2
)

On peut vérifier que (u(1), u(X)) est une famille libre de R2 car λ1u(1) + λ2u(X) = 0 =⇒
(λ1 + λ2, λ1 +

1
2λ2) = (0, 0) =⇒ λ1 = 0 et λ2 = 0. Ainsi, (u(1), u(X)) est une base de Im(u) et

donc un supplémentaire de F est donné par :

S = Vect(1, X)

2.1 Interpolation polynômiale

Application 1 (Interpolation polynômiale – Surjectivité)
Soit (x0, x1, . . . , xn) ∈ Kn+1 différents deux à deux. On définit l’application suivante :

u :
K[X] −→ Kn+1

P 7−→ (P (x0), P (x1), . . . , P (xn))

Montrons qu’elle est surjective.

Onpeut facilementmontrer queu est linéaire, ce qui nous permet de calculer son rang en utilisant
les formules du rang précédentes.

On sait que Im(u) ⊂ Kn+1, donc rg(u) ≤ n+ 1. De plus rg(u) = codim ker(u).

Il suffit donc quemontrer que codim ker(u) = n+ 1.

Soit P ∈ ker(u), alors P (xi) = 0 pour tout i = 0, 1, . . . , n.

∀i ∈ {0, 1, . . . , n}, P (xi) = 0 =⇒
n∏
i=0

(X − xi) divise P sachant que les xi sont deux à deux distincts.

=⇒ ker(u) =
n∏
i=0

(X − xi)K[X]

=⇒ codim ker(u) = n+ 1car il admetKn[X] comme supplémentaire par DE.

On en déduit que rg(u) = codim ker(u) = n+ 1 et donc Im(u) = Kn+1, ce qui prouve que u est
surjective.

Application 2 (Polynôme d’interpolation)
Si on définit l’application u comme dans l’application précédente mais avec ensemble de départ
Kn[X] au lieu deK[X], elle devient un isomorphisme.

u :
Kn[X] −→ Kn+1

P 7−→ (P (x0), P (x1), . . . , P (xn))

En effet, on avait trouvé codim ker(u) = n+ 1 carK[X] = ker(u)⊕Kn[X].
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Proposition 3

Si xi ∈ K sont deux à deux distincts, alors :

∃!P ∈ Kn[X] tel que ∀i ∈ {0, 1, . . . , n}, P (xi) = yi

P s’appelle le polynôme d’interpolation de Lagrange associé aux points (xi, yi).

On peut donner une expression explicite de P . On pose y = (y0, . . . , yn) =
∑n

i=0 yiei ∈ Kn+1, où ei
est la base canonique deKn+1.

Il existe un uniqueLi dansKn[X] tel que ei = f(Li) avec f : Kn[X] → Kn+1 l’application d’interpo‑
lation (qu’on avait notée u précédemment). On a donc P =

∑n
i=0 yiLi.

En effet :

ei = f(Li) ⇐⇒ Li(xj) = δij

⇐⇒

{∏n
j=0,j ̸=i(X − xj) diviseLi

Li(xi) = 1

⇐⇒

{
Li = ci

∏n
j=0,j ̸=i(X − xj) sachant queLi ∈ Kn[X]

Li(xi) = 1 donc ci = 1∏n
j=0,j ̸=i(xi−xj)

⇐⇒ Li =

∏n
j=0,j ̸=i(X − xj)∏n
j=0,j ̸=i(xi − xj)

⇐⇒ P =
n∑
i=0

yiLi =
n∑
i=0

yi

∏n
j=0,j ̸=i(X − xj)∏n
j=0,j ̸=i(xi − xj)

P s’appelle alors le polynôme d’interpolation de Lagrange associé aux points (xi, yi).
= À RECOPIER

2.2 Propriétés sur les sous‑espaces vectoriels

Proposition 4

Si F etG sont des sous‑espaces vectoriels deE tels que F ⊂ G, alors :
— En dimension finie : dimF ≤ dimG avec égalité si et seulement si F = G.
— Endimension infinie : si codimF est de dimension finie, alors codimG est de dimension finie

et codimG ≤ codimF . Il y a égalité si et seulement si F = G.

Démonstration. En effet, comme F ⊂ G et que la codimension de F est finie, alorsE = F ⊕ S.

codimF <∞ =⇒ E = F ⊕ S tel que dimS <∞

S ∩ G est un sous‑espace vectoriel de S. Il existe donc un sous‑espace vectoriel T de S tel que S =
(S ∩G)⊕ T . On a donc :

E = F ⊕ S = F ⊕ (S ∩G)⊕ T

Comme F ⊂ G, on a F ⊕ (S ∩G) ⊂ G.

E ⊂ G+ T =⇒ E = G+ T

On vérifie que G ∩ T = {0}. On a G ∩ T ⊂ G ∩ S ∩ T (car T ⊂ S). Mais S = (S ∩ G) ⊕ T , donc
S ∩ T = {0}. Ainsi,G ∩ T = {0} et doncE = G⊕ T .
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CH. 02 | Codimension et dualité 2. Hyperplans

Donc codimG = dimT ≤ dimS = codimF . De plus, si codimG = codimF , alors dimT = dimS et
donc S = T (car T ⊂ S). Ainsi, S ∩ G = {0} et donc F ⊕ (S ∩ G) = F . Mais F ⊕ (S ∩ G) = G car
E = F ⊕ (S ∩G)⊕ T = G⊕ T . Donc F = G.

Méthode

En pratique, la proposition précédente nous permet de montrer une égalité de sous‑espaces vec‑
toriels quand un sens de l’inclusion est connu et que l’on peut calculer les dimensions ou codi‑
mensions et montrer qu’elles sont égales.

Propriété 1

Soit F etG deux sous‑espaces vectoriels deE tels que F ⊂ G. Si T est un supplémentaire com‑
mun à F etG, alors F = G, i.e. :

E = F ⊕ T = G⊕ T et F ⊂ G =⇒ F = G

Démonstration. En dimension finie, il suffit d’utiliser dimF = dimE − dimT et dimG = dimE −
dimT pour conclure que F = G comme F ⊂ G.

En dimension quelconque, on procède par double inclusion. Un sens est déjà connu : F ⊂ G. Il suffit
de montrer queG ⊂ F . Soit g ∈ G.

On peut encore le “regarder” comme élément deE, donc il peut s’écrire comme g = f+ t avec f ∈ F
et t ∈ T . Comme g ∈ G, on a t = g − f ∈ G. Mais t ∈ T et T est un supplémentaire deG donc leur
intersectionG ∩ T = {0}.

Ainsi, t = 0 et donc g = f ∈ F . On a donc bienG ⊂ F .

On en déduit que F = G.

Conséquence 1 (Hyperplanmaximal)
SoientH un hyperplan deE etG un sous‑espace vectoriel deE tel queH ⊂ G. AlorsG = H ou
G = E.

H ⊂ G ⊂ E =⇒ G = H ouG = E

Démonstration. En dimension infinie, la démonstration est triviale :G ne peut être soit de dimension
dimE − 1 (et donc égal àH) soit de dimension dimE (et donc égal àE).

En dimension infinie, on sait que codimH = 1 comme c’est un hyperplan. Comme H ⊂ G, alors
codimG ≤ codimH = 1. Donc codimG = 0 ou codimG = 1. Si codimG = 0, alors G = E. Si
codimG = 1, alorsG est un hyperplan et doncG = H , parce qu’il y aura inclusion avec les mêmes
codimensions.

Remarque

SiH1 etH2 sont deux hyperplans deE etH1 ⊂ H2, alorsH1 = H2.

Remarque

SiH est un hyperplan deE et x0 ∈ E \H , alorsE = H ⊕ Vect(x0).

Démonstration. En effet, on aH ⊂ H ⊕Kx0 ⊂ E. CommeH 6= H ⊕Kx0 (car x0 /∈ H), alors par le
corollaire précédent, on aH ⊕Kx0 = E.

8



CH. 02 | Codimension et dualité 2. Hyperplans

Exercice 1
Soit F un sous‑espace vectoriel deE tel que codimF < ∞ et soitG un sous‑espace vectoriel de
E tel que F ∩ G = {0}. Montrer queG est de dimension finie et que dimG ≤ codimF . De plus,
montrer que l’égalité a lieu si et seulement siE = F ⊕G.

Correction

On a F ⊂ F ⊕ G (qui est une somme directe parce que l’intersection F ∩ G est réduite à 0). On
sait aussi que la codimension de F est finie, alors codim(F ⊕ G) ≤ codimF < ∞. Donc ∃T un
sous‑espace vectoriel de dimension finie tel queE = F ⊕(G⊕T ). Or codimF <∞, donc il existe
un supplémentaire S de dimension finie tel que E = F ⊕ S, donc S ' G ⊕ T (isomorphisme)
avec dimS <∞, ce qui implique que dimG <∞ et dimG ≤ dimS = codimF .

Pour montrer que dimG = codimF ⇐⇒ F ⊕G = E ; dans le sens direct, si dimG = codimF ,
alors dimS = dimG + dimT et comme dimS = codimF , on a dimT = 0, donc T = {0} et
doncE = F ⊕G. Dans le sens réciproque, siE = F ⊕G, alors codimF = dimG.
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3 Équations d’hyperplans

Éq. d’un hyp. en dim. finie

SoitH un hyperplan deE. Dans le cas où dimE = n <∞, on pose e = (e1, . . . , en) une base de
E. Alors il existe des scalaires α1, . . . , αn ∈ K \ {0} tels que :

H = {x ∈ E tel que α1x1 + · · ·+ αnxn = 0} où x =
n∑
i=1

xiei

On dit queH est l’hyperplan d’équation α1x1 + · · ·+ αnxn = 0.

Démonstration. On fait une étude selon le sens de l’implication.
=⇒ Dans le sens direct, commeH est un hyperplan, c’est donc le noyau d’une forme linéaire non‑

nulle
H = kerφ tel que φ ∈ E∗ \ {0}

Posons x =
∑n

i=1 xiei ∈ H . Alors φ(x) =
∑n

i=1 xiφ(ei) = 0. Posons αi = φ(ei) pour i =
1, . . . , n. Commeφ 6= 0, il existe aumoins un i tel queαi 6= 0. DoncH = {x ∈ E tel que α1x1+
· · ·+ αnxn = 0}.

⇐= Dans le sens réciproque,onposea = (a1, . . . , an) ∈ Kn\{0Kn} telqueH = {x ∈ E tel que a1x1+
· · · + anxn = 0} où x =

∑n
i=1 xiei. Alors on peut définir une forme linéaire φ : E → K par

φ(x) = a1x1+ · · ·+anxn (et vérifier facilement qu’elle est linéaire). Comme a 6= 0, on aφ 6= 0.
DoncH = kerφ est un hyperplan.

Proposition 5

Soit φ,ψ deux formes linéaires non‑nulles surE. Alors :

kerφ = kerψ ⇐⇒ ∃λ ∈ K \ {0} tel que φ = λψ

Cette proposition est vraie quelque soit la dimension deE.

Démonstration. Dans le sens indirect, la démonstration est immédiate : si φ = λψ avec λ 6= 0, alors
kerφ = kerψ.

Dans le sens direct, supposons que kerφ = kerψ. Donc leurs noyaux forment un hyperplan de E
qu’on notera H , et comme φ est une forme linéaire non‑nulle, il existe x0 ∈ E tel que φ(x0) 6= 0.
CommeH est un hyperplan, on a E = H ⊕ Kx0. Donc pour tout x ∈ E, il existe un unique couple
(h, λ) ∈ H ×K tel que x = h+ λx0. Alors :

φ(x) = φ(h+ λx0) = φ(h) + λφ(x0) = 0 + λφ(x0) = λφ(x0)

ψ(x) = ψ(h+ λx0) = ψ(h) + λψ(x0) = 0 + λψ(x0) = λψ(x0)

Doncφ(x) = λφ(x0) =
φ(x0)
ψ(x0)

ψ(x). Posons λ = φ(x0)
ψ(x0)

6= 0, alorsφ = λψ (sachant que les restrictions
de ces formes linéaires àH sont nulles donc égales).
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CH. 02 | Codimension et dualité 3. Équations d’hyperplans

Éq. d’un hyp. en dim. infinie

SoitH un hyperplan deE. Dans le cas où dimE = ∞, on peut montrer queH est le noyau d’une
forme linéaire non‑nulle φ ∈ E∗ \ {0}, donc :

H = kerφ

On dit queH est l’hyperplan d’équationφ(x) = 0. Par la proposition précédente, les autres équa‑
tions d’hyperplans sont de la forme λφ(x) = 0 avec λ ∈ K \ {0}.

Exemple 4

SoitH = {P ∈ R[X],
∫ 1
0 (x−

1
2)P (x)dx = 0}. AlorsH est un hyperplan deR[X] et l’équation de

H est φ(P ) = 0 avec φ(P ) =
∫ 1
0 (x− 1

2)P (x)dx, qui est clairement une forme linéaire non‑nulle
surR[X] car φ(X − 1

2) > 0 et la linéarité peut être démontrée facilement.

Exercice 2

SoitH un hyperplan deMn(R). Montrer que :

∃A ∈ Mn(R) \ {0} tel queM ∈ H ⇐⇒ Tr( tAM) = 0

Correction

La trace Tr( tAM) est donnée par :

Tr( tAM) =

n∑
i=1

( tAM)ii

=

n∑
i=1

n∑
j=1

( tA)ijMji

=

n∑
i=1

n∑
j=1

AjiMji

=
∑

1≤i,j≤n
AijMij

Soit e = (Eij)1≤i,j≤n la base canonique deMn(R). On a doncM =
∑

i,jMijEij ∈ Mn(R).

On rappelle que siE est un espace vectoriel de dimension finie n et e = (e1, . . . , en) une base de
E, alorsH est un hyperplan deE si et seulement si il admet une équation de la forme :

x =
n∑
i=1

xiei ∈ H ⇐⇒
n∑
i=1

αixi = 0 avec (α1, . . . , αn) ∈ Kn \ {0Kn}

Dans notre
= À RECOPIER

Application 3

Montrons que tout hyperplanH deMn(R) contient une matrice inversible (on prend n ≥ 2).

En effet, on sait qu’il existe une matriceA non‑nulle (∃A ∈ Mn(R) \ {0}) tell queM ∈ H ⇐⇒

11
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Tr( tAM) = 0.
= À RECOPIER

12



4 Intersection finies d’hyperplans

Proposition 6

Soit (φ1, . . . , φr) des formes linéaires non‑nulles surE. Alors :

u : E → Kr

x 7→ (φ1(x), . . . , φr(x))

est une application linéaire surjective si et seulement si la famille (φ1, . . . , φr) est libre.

Dans ce cas,Hi = kerφi sont dits hyperplans indépendants et on a :

codim
r∩
i=1

Hi = r

On dit que des hyperplans sont indépendants si et seulement si les formes linéaires qui les défi‑
nissent sont indépendantes.

Démonstration. Montrons d’abord que u est une application linéaire. On a u(λx + y) = (φ1(λx +
y), . . . , φr(λx + y)) = (λφ1(x) + φ1(y), . . . , λφr(x) + φr(y)) = λu(x) + u(y), donc u est bien
linéaire.

Montronsmaintenant que u surjective ⇐⇒ (φ1, . . . , φr) est libre. On rappelle que u surjective ⇐⇒
Im(u) = Kr. Nous allons raisonner par contraposée, en montrant que si la famille (φ1, . . . , φr) est
liée, alors u n’est pas surjective.

(φ1, . . . , φr) liée =⇒ ∃(λ1, . . . , λr) ∈ Kr \ {0Kr} tel que
r∑
i=1

λiφi = 0

(φi) est liée ⇐⇒ il existe des scalaires (λ1, . . . , λr) ∈ Kr \ {0Kr} tels que
∑r

i=1 λiφi = 0. Alors on
a
∑r

i=1 λiφi = 0. On peut traduire cette équation en hyperplan d’équation
∑r

i=1 λiyi = 0 dansKr.
Donc l’image de u est contenue dans l’hyperplan d’équation

∑r
i=1 λiyi = 0, donc u n’est pas surjec‑

tive. Donc (φi)est liée ⇐⇒ ∃H unhyperplandeKr tel que∀x ∈ E, u(x) = (φ1(x), . . . , φr(x)) ∈ H .

Ainsi, Im(u) ⊂ H , doncu n’est pas surjective, parce que Im(u) ⊂ H ⇐⇒ dim(Im(u)) ≤ dim(H) <
dim(Kr) (voir 4, ce n’est pas évident!).

Donc (φi) est liée ⇐⇒ u n’est pas surjective. Ainsi, (φi) libre ⇐⇒ u surjective.

Pourmontrer que codim
∩r
i=1Hi = r, onposeHi = kerφi. Donc

∩r
i=1Hi = ker(u), et par la formule

du rang, on a codim ker(u) = dim(Im(u)) = r, sachant que u est surjective.

Propriété 2

SoitE un espace vectoriel de dimension r et F un sous‑espace vectoriel deE. Alors :

dimF ≤ r − 1 ⇐⇒ ∃G hyperplan tel que F ⊂ G

13
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Démonstration. Dans le sens indirect, la démonstration est évidente par propriétés simples de la di‑
mension. Dans le sens direct, la démonstration est plus subtile et repose sur le théorème de la base
incomplète.

On pose d = dimF , donc (e1, . . . , ed) est une base de F . Comme d ≤ r − 1, on peut compléter cette
base en une base de E (e1, . . . , ed, ed+1, . . . , er). On pose alorsG = Vect(e1, . . . , er−1). AlorsG est
un hyperplan deE et F ⊂ G.

Exemple 5

On pose F = {P ∈ R[X] | P (1) =
∫ 1
0 P = 0}. Calculons la codimension de F .

On aF = ker(φ1)∩ ker(φ2) avecφ1(P ) = P (1) etφ2(P ) =
∫ 1
0 P . Montrons que (φ1, φ2) est une

famille libre.

Supposons que λ1φ1 + λ2φ2 = 0. Alors pour tout P ∈ R[X], on a λ1P (1) + λ2
∫ 1
0 P = 0. En

prenant P = 1, on obtient λ1 + λ2 = 0. En prenant P = X − 1, on obtient λ22 = 0. On obtient
λ1 = 0 et λ2 = 0. Donc (φ1, φ2) est une famille libre.

Donc codimF = 2.

14



5 Dualité

Définition 3 (Dual)
On appelle le dual de E, noté E∗, l’espace des formes linéaires sur E : E∗ = L(E,K) (à ne pas
confondre avecE \ {0}).

Proposition 7

Si dimE = n <∞, alors dimE∗ = n.

Démonstration. SiE,F sont de dimensiosn finies, alors dimL(E,F ) = dimE ·dimF . En particulier
pour F = K, on trouve dimE∗ = n× 1 = n.

Proposition 8 (Base duale)
Soit (e1, . . . , en) une base deE. On définit la base duale e∗ = (e∗1, . . . , e

∗
n) deE∗ par :

e∗i :
E −→ K
x 7−→ xi

avec xi la i‑ème coordonnée de x dans la base (e1, . . . , en).

Démonstration. Nous allonsmontrer que e∗ = (e∗1, . . . , e
∗
n) est une base deE∗. Pour cela, onmontre

que ∀i, e∗i ∈ E∗ et que (e∗1, . . . , e∗n) est une famille libre deE∗.

Montrons que e∗i ∈ E∗.

On a x =
∑n

i=1 xiei et y =
∑n

i=1 yiei. Alors e∗i (x) = xi et e∗i (y) = yi. Soit λ ∈ K. Alors :

e∗i (λx+ y) = e∗i

 n∑
j=1

(λxj + yj)ej


= λxi + yi

= λe∗i (x) + e∗i (y)

Donc e∗i est linéaire, donc e∗i ∈ E∗.

Montrons que e∗i est une famille libre deE∗.

Supposons que
∑n

i=1 λie
∗
i = 0. Alors pour tout x ∈ E, on a :

n∑
i=1

λie
∗
i (x) = 0

En particulier, pour x = ej , on a e∗i (ej) = δij (le symbole de Kronecker). Donc :

n∑
i=1

λie
∗
i (ej) =

n∑
i=1

λiδij = λj = 0

Donc λj = 0 pour tout j = 1, . . . , n. Ainsi, (e∗1, . . . , e∗n) est une famille libre deE∗.

15
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Comme dimE∗ = n, on conclut que (e∗1, . . . , e∗n) est une base deE∗, vu qu’elle contient n éléments.

Méthode alternative : Il est possible de montrer que (e∗i ) est une base deE∗ en montrant que c’est
une famille génératrice deE∗. On prend alors une forme linéaire quelconqueφ ∈ L(E,K) et ∀x ∈ E,
on a φ(x) =

∑n
i=1 xiφ(ei) =

∑n
i=1 φ(ei)e

∗
i (x). Donc φ =

∑n
i=1 φ(ei)e

∗
i , ce qui montre que (e∗i )

est génératrice de E∗ vu que cette égalité est valable pour tout x ∈ E. Comme dimE∗ = n, on
conclut que (e∗i ) est une base deE∗. Cetteméthode nous permet aussi d’obtenir les coordonnées
de φ dans la base duale : φ =

∑n
i=1 φ(ei)e

∗
i , donc les coordonnées de φ dans la base duale sont

(φ(e1), . . . , φ(en)).

Remarque

Les coordonnées de φ ∈ L(E,K) dans la base duale sont données par φ(ei) pour i = 1, . . . , n.

Exemple 6

DansE = R2 on pose ε1 = (1, 1) et ε2 = (1,−1). Montrons que ε = (ε1, ε2) est une base deE et
calculons sa base duale ε∗.

Le déterminant de la matrice de passage de la base canonique à la base ε est :

det
(
1 1
1 −1

)
= −2 6= 0

Donc ε est une base de E. On a ε∗1(ε1) = 1, ε∗1(ε2) = 0, ε∗2(ε1) = 0 et ε∗2(ε2) = 1. Donc la base
duale est :

ε∗ = (ε∗1, ε
∗
2)

Déterminons alors ε∗1 et ε∗2. Soit x ∈ E. On a x = x1ε1 + x2ε2 avec x1, x2 ∈ R. Alors :

X1 = ε∗1(x) etX2 = ε∗2(x)

On a donc le système suivant :

(x1, x2) = X1(ε1) +X2(ε2)

On peut résoudre ce système pour obtenir x1 et x2 :

x1 =
X1 +X2

2
et x2 =

X1 −X2

2

Donc on a :
ε∗1(x) =

x1 + x2
2

et ε∗2(x) =
x1 − x2

2

Exemple 7

DansE = R1[X], on pose P1 = X − 1, P2 = X − 2 et P1 6= 0.

Si P2 = λP1 alors P1(1) = 0 et P2(1) = 0 = −λ ce qui est impossible. Donc P1 et P2 sont libres.

(à recopier)
= À RECOPIER
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Exercice 3

Soient (x0, . . . , xn) des réels deux à deux différents.

Li(X) =

n∏
j=0 et j ̸=i

X − xj
xi − xj

Montrer que (L0, . . . , Ln) est une base deRn[X] et calculer sa base duale.

Correction

On pose ε = (L0, . . . , Ln). Son cardinal est n + 1 = dim(Rn[X]), donc il suffit de montrer que
ε est libre. Soit (λ0, . . . , λn) ∈ Rn+1 tel que

∑n
i=0 λiLi = 0. On évalue cette égalité en xj pour

j = 0, . . . , n :
n∑
i=0

λiLi(xj) = λjLj(xj) = λj = 0

Donc λj = 0 pour tout j = 0, . . . , n.

Donc ε est libre et donc c’est une base deRn[X].

(à recopier)
= À RECOPIER

Proposition 9

Soit (φ1, . . . , φn) une base deE∗ ; alors :

u :
E −→ Kn

x 7−→ (φ1(x), . . . , φn(x))

est un isomorphisme.

Démonstration. On vérifie que u est linéaire, surjective (ou injective, parce que dimE = dimKn).
Comme (φ1, . . . , φn) est une base deE∗, alors on sait que u est surjective (voir 4), et on vérifie facile‑
ment qu’elle est linéaire, donc c’est un isomorphisme.

Définition 4 (Base préduale/antéduale)
Soit φ = (φ1, . . . , φn) une base de E∗. On appelle la base préduale (ou antéduale) tout ε =
(e1, . . . , en) base deE telle que :

ε∗ = φ

Proposition 10

Chaque base deE∗ admet une unique base préduale.

Démonstration.

= À RECOPIER
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Exemple 8

DansE = R2, on pose : {
φ1(x) = 2x1 + x2

φ2(x) = x1 + 3x2

Montrons que (φ1, φ2) est une base deE∗ en calculant sa base duale, puis calculons sa base pré‑
duale.

Correction

On a φ1(x) = 2x1 + x2 = 2e∗1(x) + e∗2(x) et φ2(x) = x1 + 3x2 = e∗1(x) + 3e∗2(x).

Le déterminant de (φ1, φ2) dans la base duale (e∗1, e∗2) est :

det
(
2 1
1 3

)
= 5 6= 0

Donc (φ1, φ2) est une base deE∗.

Pour calculer la base préduale, on pose :

u :
E −→ R2

x 7−→ (φ1(x), φ2(x))

On cherche à résoudre l’équation y = u(x) pour x ∈ E et y ∈ R2. On a :{
y1 = 2x1 + x2

y2 = x1 + 3x2

On résout ce système pour x1 et x2 en fonction de y1 et y2. On obtient :

x1 =
3y1 − y2

5
et x2 =

−y1 + 2y2
5

Donc la base préduale est :

e1 =
3

5
e1 −

1

5
e2 et e2 = −1

5
e1 +

2

5
e2

Exemple 9

DansE = R2[X], on pose : 
φ1(P ) = P (1)

φ2(P ) = P ′(1)

φ3(P ) =
∫ 1
0 P

Montrons que (φ1, φ2, φ3) est une base deE∗ puis calculons sa base préduale.

On sait que tout polynôme deR2[X] peut être écrit comme :

∀P ∈ R2[X], P (X) = a0 + a1X + a2X
2

18
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avec (a0, a1, a2) ∈ R3. Alors on a :

=⇒ ∀P ∈ R2[X], P =
2∑
i=0

aiX
i

Donc on peut écrire :
φ1(P ) = a0 + a1 + a2

φ2(P ) = a1 + 2a2

φ3(P ) =
∫ 1
0 (a0 + a1X + a2X

2)dX = a0 +
a1
2 + a2

3

En posant ai = e∗i (P ) pour i = 0, 1, 2, on peut écrire :
φ1(P ) = e∗0(P ) + e∗1(P ) + e∗2(P )

φ2(P ) = 0 · e∗0(P ) + 1 · e∗1(P ) + 2 · e∗2(P )
φ3(P ) = 1 · e∗0(P ) + 1

2 · e∗1(P ) + 1
3 · e∗2(P )

Donc les coordonnées deφ1 dans la base duale (e∗0, e∗1, e∗2) sont (1, 1, 1), celles deφ2 sont (0, 1, 2)
et celles de φ3 sont (1, 12 ,

1
3).

Calculons le déterminant de la matrice des coordonnées de (φ1, φ2, φ3) dans la base duale
(e∗0, e

∗
1, e

∗
2) :

det

1 0 1
1 1 1

2
1 2 1

3

 = 1 ·(1 · 1
3
−2 · 1

2
)−0+1 ·(1 ·2−1 ·1) = 1 ·(1

3
−1)+1 ·(2−1) = −2

3
+1 =

1

3
6= 0

On peut aussi simplement vérifier que la famille est libre, et comme elle est de cardinal 3, égal à la
dimension deE∗, alors c’est une base deE∗.

En effet, supposons que λ1φ1 + λ2φ2 + λ3φ3 = 0. Alors pour tout P ∈ R2[X], on a :

λ1P (1) + λ2P
′(1) + λ3

∫ 1

0
P = 0

— En prenant P (X) = (X − 1)2, on a P (1) = 0 et P ′(1) = 0, donc λ3
∫ 1
0 (X − 1)2dX = 0.

Comme
∫ 1
0 (X − 1)2dX > 0, on obtient λ3 = 0.

— En prenantP (X) = X−1, on aP (1) = 0 etP ′(1) = 1, doncλ2 ·1+λ3 ·
∫ 1
0 (X−1)dX = 0.

Comme λ3 = 0, on obtient λ2 = 0.
— Enfin, enprenantP (X) = 1, onaP (1) = 1etP ′(1) = 0, doncλ1·1+λ2·0+λ3·

∫ 1
0 1dX = 0.

Comme λ2 = λ3 = 0, on obtient λ1 = 0.
— Donc (φ1, φ2, φ3) est une famille libre.

Calculons la base préduale. On pose :

u :
E −→ R3

P 7−→ (φ1(P ), φ2(P ), φ3(P ))

19
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Cette application est un isomorphisme. On a ε∗i = u(ci) avec c = (ci) la base canonique de R3.
On cherche à résoudre l’équation y = u(P ) pour P ∈ E et y ∈ R3. On a :

y1 = P (1)

y2 = P ′(1)

y3 =
∫ 1
0 P

On pose P (X) = a0 + a1X + a2X
2. Alors on a :

y1 = a0 + a1 + a2

y2 = a1 + 2a2

y3 = a0 +
a1
2 + a2

3

On résout ce système pour a0, a1, a2 en fonction de y1, y2, y3. On obtient :
a0 = −2y1 +

1
2y2 + 6y3

a1 = 6y1 − 2y2 − 6y3

a2 = −3y1 +
3
2y2 + 3y3

On obtient donc :

u−1(y) = (−2y1 +
1

2
y2 + 6y3) + (6y1 − 2y2 − 6y3)X + (−3y1 +

3

2
y2 + 3y3)X

2

Donc la base préduale est :

=⇒ ε = (ε1, ε2, ε3) avec


ε1 = u−1(1, 0, 0)

ε2 = u−1(0, 1, 0)

ε3 = u−1(0, 0, 1)

Après calculs, on trouve : 
ε1 = −2 + 6X − 3X2

ε2 =
1
2 − 2X + 3

2X
2

ε3 = 3− 6X + 3X2

On peut aussi déterminer la base préduale en évaluant l’égalité suivante en des polynômes parti‑
culiers.

En effet, ∀P ∈ R2[X], on a :

P = φ1(P )ε1 + φ2(P )ε2 + φ3(P )ε3

Donc P = P (1)ε1 + P ′(1)ε2 +
∫ 1
0 Pε3.

On pose donc P (X) = (X − 1)2. Alors P (1) = 0, P ′(1) = 0 et
∫ 1
0 P = 1

3 . Donc on obtient :

1

3
ε3 = (X − 1)2 =⇒ ε3 = 3(X − 1)2 = 3X2 − 6X + 3

On pose ensuite P (X) = X − 1. Alors P (1) = 0, P ′(1) = 1 et
∫ 1
0 P = −1

2 . Donc on obtient :

ε2 −
1

2
ε3 = X − 1 =⇒ ε2 = X − 1 +

1

2
ε3 = X − 1 +

1

2
(3X2 − 6X + 3) =

3

2
X2 − 2X +

1

2
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Enfin, on pose P (X) = 1. Alors P (1) = 1, P ′(1) = 0 et
∫ 1
0 P = 1. Donc on obtient :

ε1 + ε3 = 1 =⇒ ε1 = 1− ε3 = 1− (3X2 − 6X + 3) = −3X2 + 6X − 2

Et donc on retrouve bien la base préduale :
ε1 = −3X2 + 6X − 2

ε2 =
3
2X

2 − 2X + 1
2

ε3 = 3X2 − 6X + 3

Proposition 11

Soit E un espace de dimension finie n et e = (e1, . . . , en) une famille quelconque de E, avec
φ = (φ1, . . . , φn) une famille quelconque deE∗. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. e est une base deE et φ est la base duale de e (c’est‑à‑dire φ = e∗).
2. ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, φi(ej) = δij .
3. ∀x ∈ E, x =

∑n
i=1 φi(x)ei.

4. ∀f ∈ E∗, f =
∑n

i=1 f(ei)φi.

Démonstration. Montrons que (1) =⇒ (2). Si e est une base de E et φ est la base duale de e, alors
par définition de la base duale, on a φi(ej) = δij pour tout i, j ∈ {1, . . . , n}.

Montrons que (2) =⇒ (1).
— On a

∑n
i=1 λiei = 0 =⇒ ∀j, φj (

∑n
i=1 λiei) =

∑n
i=1 λiφj(ei) = λj = 0. Donc λi = 0 pour

tout i, donc e est libre. Comme e a n éléments et que dimE = n, alors e est une base deE.
— Pourmontrer que e∗ = φ, il suffit demontrer que ces deux familles coïncident sur la base e. On

a ∀i, j, φi(ej) = δij = e∗i (ej). Donc φi et e∗i coïncident sur la base e, donc φ = e∗.
Montrons que (1) =⇒ (3). Si e est une base deE et φ est la base duale de e, alors pour tout x ∈ E,
on peut écrire x =

∑n
i=1 xiei. Alors φj(x) = φj (

∑n
i=1 xiei) =

∑n
i=1 xiφj(ei) = xj . Donc x =∑n

i=1 φi(x)ei.

Montrons que (3) =⇒ (1).
— Si ∀x ∈ E, x =

∑n
i=1 φi(x)ei, alors la famille e est génératrice deE. Comme e a n éléments et

que dimE = n, alors e est une base deE.
— Comme les coordonnées de x dans la base e sont uniques, alorsφi(x) sont les coordonnées de
x dans la base e, donc φ = e∗.

Montrons que (1) =⇒ (4). Si e est une base deE et φ est la base duale de e, alors pour tout f ∈ E∗,
il existe des scalaires λi tels que f =

∑n
i=1 λiφi. En évaluant cette égalité en ej , on obtient f(ej) =∑n

i=1 λiφi(ej) = λj . Donc λj = f(ej) et donc f =
∑n

i=1 f(ei)φi.

Montrons que (4) =⇒ (1).
— On sait que ∀f ∈ E∗, f =

∑n
i=1 f(ei)φi. En particulier, pour f = φj , on aφj =

∑n
i=1 φj(ei)φi.

— En évaluant cette égalité en ek, on obtient φj(ek) =
∑n

i=1 φj(ei)φi(ek).
— Comme φi(ek) est le coefficient de ek dans la base duale, on obtient que φj(ek) = δjk.
— Donc (2) est vérifiée, et par ce qui précède, on conclut que (1) est vérifiée.
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Exemple 10

DansE = Rn[X], on pose (xi) une famille de n+ 1 réels différents deux à deux. On définit :

φi :
Rn[X] −→ R
P 7−→ P (xi)

On note que φi est un élément deE∗ pour chaque i.

On peut utiliser le polynôme d’interpolation de Lagrange pour montrer que (φ0, . . . , φn) est une
base deE∗ ; On cherche une famille (ei) tels queφi(ej) = δij , c’est‑à‑dire que ej(xi) = δij , ce qui
rappelle Li(xj) = δij , le polynôme de Lagrange associé à xi. On peut donc poser ei = Li pour
i = 0, . . . , n. On a bien φi(ej) = ej(xi) = Lj(xi) = δij .

Donc (φ0, . . . , φn) est une famille génératrice deE∗. Comme elle contient n+ 1 éléments et que
dimE∗ = n+ 1, on conclut que (φ0, . . . , φn) est une base deE∗. Sa base préduale est la base de
Lagrange (L0, . . . , Ln).

Exemple 11

DansE = Rn[X], on pose a ∈ R et on définit :

φi :
Rn[X] −→ R
P 7−→ P (i)(a)

Montrons que (φ0, . . . , φn) est une base deE∗ et calculons sa base préduale.

Ca nous rappelle immédiatement le théorème de Taylor. En effet, pour tout P ∈ Rn[X], on a :

P (X) =
n∑
i=0

P (i)(a)

i!
(X − a)i

Donc on peut poser ei = 1
i!(X − a)i pour i = 0, . . . , n.

On sait aussi que card
(
(φi)i∈{0,...,n}

)
= n+ 1 = dim(E∗).

Alors, par l’équivalence (1) ⇐⇒ (3) de la proposition précédente, on conclut que e = (e0, . . . , en)
est une base deE et que φ = (φ0, . . . , φn) est la base duale de e. Donc (φ0, . . . , φn) est une base
deE∗ et sa base préduale est (e0, . . . , en).

Exemple 12

On prendE un espace euclidien, et e une base orthonormée deE. Donnons sa base duale.

Comme e est une base orthonormée, alors ∀i, j, on a :

〈ei, ej〉 = δij

On peut donc poser φi(x) = 〈x, ei〉 pour tout x ∈ E. φi est alors une forme linéaire, et φi(ej) =
δij . Donc (φ1, . . . , φn) est la base duale de e.
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5.1 Caractérisationmatricielle d’une base et sa base duale

Proposition 12

Soit e = (e1, . . . , en) une base de E, φ = (φ1, . . . , φn) une famille de E∗ et ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn) la
base duale de e. On pose aussi : {

A = Mate(ϵ1, . . . , ϵn)
B = Mate∗(φ1, . . . , φn)

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ϵ est une base deE et φ = ϵ∗.
2. tAB = In.

Démonstration. En utilisant la proposition 5, on sait que ϵ est une base deE etφ = ϵ∗ si et seulement
si ∀i, j, φi(ϵj) = δij . Il suffit de montrer que cela équivaut à dire que tAB = In.

On sait que ϵj =
∑n

k=1Akjek et φi =
∑n

l=1Blie
∗
l . Alors :

∀i, j, φi(ϵj) = δij ⇐⇒ ∀i, j, φi

(
n∑
k=1

Akjek

)
= δij

⇐⇒ ∀i, j,
n∑
k=1

Akjφi(ek) = δij par linéarité de φi

On peut considérer que φi retourne la i‑ème colonne de la matrice B. On peut donc exprimer φi =∑n
l=1Blie

∗
l . Alors :

∀i, j,
n∑
k=1

Akjφi(ek) = δij ⇐⇒ ∀i, j,
n∑
k=1

Akj

(
n∑
l=1

Blie
∗
l (ek)

)
= δij sachant que e∗l (ek) = δlk

⇐⇒ ∀i, j,
n∑
k=1

AkjBki = δij

Si on veut écrire la dernière expression sous forme de produit matriciel, il faut remarquer que Akj
peut faire référence à la j‑ème ligne et k‑ème colonne de la transposée deA, c’est‑à‑dire tAik. Donc
on peut réécrire la dernière expression comme suit :

∀i, j,
n∑
k=1

tAjkBki = δij

⇐⇒ ∀i, j, (tAB)ji = δij

⇐⇒ tAB = In

Exemple 13

DansE = Rn, φi(x) = x1 + · · · + xi avec i = 1, . . . , n. Montrons que φ = (φ1, . . . , φn) est une
base deE∗ et calculons sa base préduale.

Pour vérifier que φ est une base, il suffit de montrer son déterminant dans la base duale e∗ est
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non‑nul.

Lamatrice deφ dans la base e∗ est unematrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale
(clair), donc son déterminant est 1, donc non‑nul. Donc φ est une base deE∗.

On cherche maintenant la base préduale ϵ = (ϵ1, . . . , ϵn) de φ. On utilise la propriété précédente
en cherchant unematriceA telle que tAB = In avecB = Mate∗(φ1, . . . , φn). On a :

B =


1 1 1 . . . 1
0 1 1 . . . 1
0 0 1 . . . 1
...

...
... . . . ...

0 0 0 . . . 1



On aA = ( tB)−1. On sait que tB =


1 0 0 . . . 0
1 1 0 . . . 0
1 1 1 . . . 0
...

...
... . . . ...

1 1 1 . . . 1

.

On résout donc l’équation tBX = Y pour trouverX = ( tB)−1Y . On obtient :

(à recopier)
= À RECOPIER

Remarque

SiE est de dimension finie n, on peut alors démontrer la propriété ci‑dessous :

(φi)i∈{1,...,r} est libre dansE∗ ⇐⇒ (
r∩
i=1

ker(φi)) est de codimension r

En complétant (φi) en une base φ de E∗. Soit e sa base préduale telle que e∗i = φi pour i =
1, . . . , n.

r∩
i=1

ker(φi) =
r∩
i=1

ker(e∗i )

= Vect(er+1, . . . , en)

=⇒ dim(
r∩
i=1

ker(φi)) = n− r =⇒ codim
(

r∩
i=1

ker(φi)
)

= r

5.2 Application : Matrices magiques

Application 4

(à recopier)
= À RECOPIER
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6 Orthogonalité au sens de la dualité

Rappel 1

Le produit scalaire 〈x, y〉 est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

On dit que x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0.

Pour parler d’orthogonalité, il suffit d’avoir une forme bilinéaire.

Définition 5 (Orthogonalité au sens de la dualité)
On définit l’application suivante :

B :
E∗ × E −→ K
(φ, x) 7−→ 〈φ, x〉 = φ(x)

... une forme bilinéaire.

On dit alors que φ et x sont orthogonaux (au sens de la dualité) si 〈φ, x〉 = φ(x) = 0.

φ ⊥ x ⇐⇒ φ(x) = 0 ⇐⇒ x ∈ ker(φ)

Exemple 14

DansE = R3, on pose φ(x) = x1 + x2 − 2x3. Soit v = (1, 1, 1). Alors φ(v) = 1 + 1 − 2 · 1 = 0,
donc φ ⊥ v.

Définition 6 (Orthogonal d’une partie)
SiA ⊂ E, on définit l’orthogonal deA par :

A⊥ = {φ ∈ E∗ | ∀x ∈ A,φ(x) = 0}

C’est l’ensemble des formes linéaires qui s’annulent surA. Onpeut aussi définir l’orthogonal d’une
partieB ⊂ E∗ par :

B⊥ = {x ∈ E | ∀φ ∈ B,φ(x) = 0}

Remarque

— SiA ⊂ E∗, alorsA⊥ ⊂ E.
— SiA ⊂ E, alorsA⊥ ⊂ E∗.

Proposition 13

SoitA une partie non‑vide deE (resp.E∗). AlorsA⊥ est un sous‑espace vectoriel deE∗ (resp.E).

Démonstration. Onmontrera chaque cas séparément.
— Dans le cas oùA ⊂ E, on a φ = 0E∗ ∈ A⊥, car ∀x ∈ A, 0E∗(x) = 0. Montrons maintenant la
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stabilité par combinaisons linéaires. Soient φ,ψ ∈ A⊥ et λ ∈ K. Alors ∀a ∈ A, 〈λφ + ψ, a〉 =
λ〈φ, a〉+ 〈ψ, a〉 = 0, donc λφ+ ψ ∈ A⊥. DoncA⊥ est un sous‑espace vectoriel deE∗.

— Dans le cas oùA ⊂ E∗, on a 0E ∈ A⊥, il suffit de repartir de la définitiondeA⊥ = {x ∈ E, ∀φ ∈
A,φ(x) = 0} qui est égal à

∩
φ∈A ker(φ). Comme l’intersection de sous‑espaces vectoriels est

un sous‑espace vectoriel, on conclut queA⊥ est un sous‑espace vectoriel deE.

Proposition 14

A⊥ = [Vect(A)]⊥

C’est‑à‑dire que l’orthogonal d’une partie est égal à l’orthogonal de son sous‑espace vectoriel en‑
gendré.

Démonstration. On décompose encore une fois la preuve en deux partiesA ⊂ E etA ⊂ E∗.
— SiA ⊂ E, on a :

φ ∈ (Vect(A))⊥ =⇒ 〈φ, v〉 = 0, ∀v ∈ Vect(A)
en particulier, 〈φ, x〉 = 0, ∀x ∈ A

=⇒ φ ∈ A⊥

=⇒ (Vect(A))⊥ ⊂ A⊥

Dans le sens inverse, on a :

φ ∈ A⊥ =⇒ 〈φ, x〉 = 0, ∀x ∈ A

=⇒
n∑
i=1

λi〈φ, xi〉 = 0, ∀λi ∈ K, ∀xi ∈ A

=⇒ 〈φ, v〉 = 0, ∀v ∈ Vect(A)
=⇒ φ ∈ (Vect(A))⊥

— SiA ⊂ E∗, on suit la même démarche en utilisant la linéarité de (φ, x) 7→ 〈φ, x〉 à gauche.

Propriété 3

SiA ⊂ B, alorsB⊥ ⊂ A⊥.

i.e. : Tout élément orthogonal àB est orthogonal àA.

Proposition 15 (Orthogonalité et dimension)
On considère queE est de dimension finie.

Si F est un sous‑espace vectoriel deE, alors :

dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E)

En posant n = dim(E), on a dim(F⊥) = n− dim(F ).
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Attention!

On ne peut plus écrire F⊥ ⊕ F = E car F⊥ est un sous‑espace de E∗ et non de E. On ne peut
donc pas additionner F et F⊥.

Démonstration. On décompose la preuve en deux parties F ⊂ E et F ⊂ E∗.
— SIF un sous‑espace vectoriel deE∗, alors on pose (φ1, . . . , φp) une base deF . On la complète

en une base (φ1, . . . , φn) deE∗. Soit e sa base préduale, donc :

F = Vect(φ1, . . . , φp) =⇒ F⊥ =

p∩
i=1

ker(φi) = Vect(e∗p+1, . . . , e
∗
n)

F⊥ =
[
Vect(e∗1, . . . , e∗p)

]⊥
Donc dim(F⊥) = n− p = n− dim(F ).

x ∈ F⊥ ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , p}, e∗i (x) = 0

⇐⇒ x ∈
p∩
i=1

ker(e∗i )

⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , p}, xi = 0

⇐⇒ x ∈ Vect(e∗p+1, . . . , e
∗
n)

=⇒ dim(F⊥) = n− p = n− dim(F )

Une autre méthode consiste à utiliser une application définie comme suite :

u :
E∗ −→ F ∗

φ 7−→ φ|F

Cette application u est linéaire et surjective. En effet, pour tout f ∈ F ∗, on peut définir φ ∈ E∗ par{
φ|F = f

φ|S = 0
oùE = F ⊕ S. Alors u(φ) = f .

dimF = dimF ∗

= rg(u)
= dimE∗ − dim(ker(u))
= dimE∗ − dim(F⊥)

= n− dim(F⊥)

— Dans le cas oùF est un sous‑espace vectoriel deE, on pose (e1, . . . , ep) une base deF comme
suit :

F⊥ = [Vect(e1, . . . , ep)]⊥ = {e1, . . . , ep}⊥

φ ∈ F⊥ ⇐⇒ ∀i ∈ {1, . . . , p}, φ(ei) = 0
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On complète cette base en une base (e1, . . . , en). Alors φ =
∑n

i=1 φ(ei)e
∗
i .

donc φ ∈ F⊥ ⇐⇒ φ(ei) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , p}

⇐⇒ φ =

n∑
i=p+1

φ(ei)e
∗
i

⇐⇒ φ ∈ Vect(e∗p+1, . . . , e
∗
n)

⇐⇒ F⊥ = Vect(e∗p+1, . . . , e
∗
n)

=⇒ dim(F⊥) = n− p = n− dim(F )

Exemple 15

DansE = R3[X], on pose :

F = {P ∈ R3[X] | P (1) =
∫ 1

0
P = 0}

On cherche à calculer la dimension de F .

On décompose F en intersection d’orthogonaux :{
φ1 : P 7→ P (1)

φ2 : P 7→
∫ 1
0 P

Alors F = {P ∈ R3[X], 〈φ1, P 〉 = 0 et 〈φ2, P 〉 = 0} = {φ1, φ2}⊥ = [Vect(φ1, φ2)]
⊥. Alors

dimF = dim(E) − dim(Vect(φ1, φ2)) = 4 − 2 = 2, sachant que (φ1, φ2) est libre dans E∗,
facilement vérifiable par absurdeouenexplicitant les coordonnéesdeφ1 etφ2 dans la baseduale,
et obtenir deux colonnes différentes.

{
φ1(P ) = P (1) =

∑3
i=0 Pi avec Pi les coefficients de P dans la base (1, X,X2, X3)

φ2(P ) =
∑3

i=0
1
i+1Pi avec Pi les coefficients de P dans la base (1, X,X2, X3)

=⇒ (φ1)e∗ =


1
1
1
1

 et (φ2)e∗ =


1
1
2
1
3
1
4


On peut aussi calculer la dimension de F en utilisant un résultat précédent sur la codimension et
l’intersection d’hyperplans.

CommeF = ker(φ1)∩ker(φ2), on a codim(F ) = codim(ker(φ1))+codim(ker(φ2)) = 1+1 = 2.
Donc dim(F ) = dim(E)− codim(F ) = 4− 2 = 2.

Attention!

Dans la suite, on considère que dimE <∞.
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Proposition 16

Si F est un sous‑espace vectoriel deE (resp.E∗) alors
(
F⊥)⊥ = F .

Démonstration. On décompose la preuve en deux parties F ⊂ E et F ⊂ E∗.
— Dans le cas où F ⊂ E, on pose x ∈ F , alors ∀φ ∈ F⊥, 〈φ, x〉 = 0, donc x ∈ (F⊥)⊥. Donc
F ⊂ (F⊥)⊥. Ainsi, F ⊂ (F⊥)⊥.

— Dans le cas où F ⊂ E∗, on pose φ ∈ F , alors ∀x ∈ F⊥, 〈φ, x〉 = 0, donc φ ∈ (F⊥)⊥. Donc
F ⊂ (F⊥)⊥. Ainsi, F ⊂ (F⊥)⊥.

Dans les deux cas, on a dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E) et dim(F⊥) + dim((F⊥)⊥) = dim(E), donc
dim(F ) = dim((F⊥)⊥). Comme F ⊂ (F⊥)⊥ et que les deux sous‑espaces ont la même dimension,
on conclut que F = (F⊥)⊥.

Proposition 17

Si (φi)1≤i≤r ∈ E∗, φ ∈ E∗, alors φ ∈ Vect(φ1, . . . , φr) ⇐⇒
∩r
i=1 ker(φi) ⊂ ker(φ).

Remarque

Soient F,G deux sous‑espaces vectoriels de E (ou de E∗). Alors, on sait déjà que F ⊂ G ⇐⇒
G⊥ ⊂ F⊥. On a déjà montré le sens direct, et le sens inverse est vrai car si G⊥ ⊂ F⊥, alors
(F⊥)⊥ ⊂ (G⊥)⊥, donc F ⊂ G, par la proposition 6.

Démonstration. Onpeutmaintenant démontrer la proposition 6 enutilisant la remarqueprécédente.
En effet, on a :

φ ∈ Vect(φ1, . . . , φr) ⇐⇒ Vect(φ) ⊂ Vect(φ1, . . . , φr)

⇐⇒ [Vect(φ1, . . . , φr)]
⊥ ⊂ [Vect(φ)]⊥

⇐⇒
r∩
i=1

ker(φi) = [Vect(φ1, . . . , φr)]
⊥ ⊂ [Vect(φ)]⊥ = ker(φ)

Exemple 16

DansE = R3, on pose : {
H1 = x+ y − z = 0

H2 = 2x+ y + 5z = 0A = (1, 1, 1)

Donnons l’équation du planH passant parA et contenant la droiteD = H1 ∩H2.

On peut considérer ces plans H1 et H2 comme des noyaux de formes linéaires. La droite D est
l’intersection de ces deux plans, doncD = H1 ∩H2 = ker(φ1) ∩ ker(φ2).

On poseH = ker(φ).

D ⊂ H ⇐⇒ H1 ∩H2 ⊂ H

⇐⇒ ker(φ1) ∩ ker(φ2) ⊂ ker(φ)
⇐⇒ φ ∈ Vect(φ1, φ2) par la proposition 6

Donc φ(M) = (λφ1 + µφ2)(M) = 0 pour toutM ∈ D.
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PourA ∈ H , on a φ(A) = 0, donc (λφ1 + µφ2)(A) = 0. On obtient donc : (recop)
= À RECOPIER

6.1 Equations d’un sous‑espace vectoriel

SoitF un sous‑espace vectoriel deE. On peut donner une équation deF en utilisant l’orthogonalité.
En effet, on peut écrire :

F = (F⊥)⊥

On pose alors φ1, . . . , φr une base de F⊥. Alors :

F⊥ = Vect(φ1, . . . , φr)

=⇒ F = (F⊥)⊥ = [Vect(φ1, . . . , φr)]
⊥ =

r∩
i=1

ker(φi)

DoncF est l’intersection des noyaux deφ1, . . . , φr. On peut donc donner une équation deF en don‑
nant une base de F⊥.

x ∈ F ⇐⇒


φ1(x) = 0
...
φr(x) = 0

On dit que (φ1, . . . , φr) est un système d’équations de F .

De plus, codimF = dim(F⊥) = r.

On réécrit ce passage sous forme de proposition.

Proposition 18

Si (φ1, . . . , φr) est une base de F⊥, alors :

x ∈ F ⇐⇒


φ1(x) = 0
...
φr(x) = 0

On dit que
φ1(x) = 0, . . . , φr(x) = 0

est un système d’équations de F .

Remarque

Le système d’équations de F n’est pas unique. En effet, si (φ1, . . . , φr) est une base de F⊥, alors :
r∩
i=1

kerφi =
s∩
j=1

kerψj ⇐⇒ Vect(φ1, . . . , φr) = Vect(ψ1, . . . , ψs)

En effet,
r∩
i=1

kerφi =
s∩
j=1

kerψj ⇐⇒ [Vect(φ1, . . . , φr)]
⊥ = [Vect(ψ1, . . . , ψs)]

⊥

⇐⇒ [Vect(φ1, . . . , φr)]
⊥⊥ = [Vect(ψ1, . . . , ψs)]

⊥⊥

⇐⇒ Vect(φ1, . . . , φr) = Vect(ψ1, . . . , ψs)

Donc ψ1 = 0, . . . , ψs = 0 est aussi un système d’équations de F .
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= À RECOPIER

Exemple 17

DansE = R4, on pose :

v1 = (1, 2, 3, 4), v2 = (1, 1, 1, 1), F = Vect(v1, v2)

On cherche un système d’équations de F . (à recopier)

φ(x) =
4∑
i=1

aixi{
φ(v1) = 0

φ(v2) = 0
⇐⇒

{
a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 0

a1 + a2 + a3 + a4 = 0

⇐⇒

{
−3a1 − 2a82− a3 = 0

−2a1 − a2 + a4 = 0

⇐⇒

{
a3 = −3a1 − 2a2

a4 = 2a1 + a2

=⇒ φ = a1(x1 − 3x3 + 2x4) + a2(x2 − 2x3 + x4)

=⇒ F⊥ = Vect(x1 − 3x3 + 2x4, x2 − 2x3 + x4)

Donc un système d’équations de F est :{
x1 − 3x3 + 2x4 = 0

x2 − 2x3 + x4 = 0

= À RECOPIER

Exercice 4

Soit (φ1, . . . , φp) une famille deE∗. Calculer la dimension dim
∩p
i=1 ker(φi).

Rappel 2

Si (φ1, . . . , φp) une famille libre.

codim
p∩
i=1

ker(φi) = p

=⇒ dim
p∩
i=1

ker(φi) = n− p

= À RECOPIER
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